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Abstrakt 
 
 
 
V prvním oddíle této práce je blíže rozebrána teorie zabývající se diferenciálními 
rovnicemi, jejich výpočtem a aplikacemi. 
V díle druhém se věnuji bližšímu popisu Laplaceovy transformace, větám důležitým pro 
tuto oblast a rovněž použitím Laplaceovy transformace při řešení elektronických obvodů.  
Třetí část tohoto projektu zahrnuje odvětví teorie elektronických obvodů, zejména pak 
jejich analýzou a syntézou.  
Závěrečná a nejpodstatnější část se pak věnuje obvodům s fraktální dynamikou, přiblížení 
pojmů, provedení aproximace dynamiky fraktálního kapacitoru v kmitočtové oblasti, konečně 
obsahuje i vlastní měření vytvořeného elektronického obvodu a zhodnocení výsledků. 
 
 
 
 
Abstract 
In the first section of this work is further analyzed the theories of differential equations and 
their computation and applications. 
The second part I addict to more detailed description of the Laplace transform, a sentence 
that is relevant to this area and also using the Laplace transform to solve electronic circuits. 
The third part of this project involves the theory of electronic circuits, especially the 
analysis and synthesis. 
The final and most important part is attended to circuits with fractal dynamics, design 
fractal approximation of the dynamics of capacitors in the frequency domain, has finally 
created its own electronic circuit measurement and evaluation results. 
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1 Úvod 
 
Zadáním této bakalářské práce bylo navázat na výsledky řešení semestrálního projektu, 
který se zabýval aplikacemi a řešením diferenciálních rovnic, Laplaceovou transformací, 
obecnou syntézou elektronických obvodů, fraktálními dvojpóly a jejich aplikacemi. Na 
základě praktických aplikací demonstrovat správnou funkci fraktálních kapacitorů a provést 
základní laboratorní měření. 
Teorie diferenciálních rovnic a jejich možná řešení jsou nepostradatelnou součástí nejen 
při návrhu setrvačných elektronických obvodů, ale rovněž také pro sledování pohybu těles, při 
studiu ekonomických procesů, chemických reakcí, simulaci biologických procesů, studiu 
růstu populace či při analýze fyzikálních polí. Prostě a jednoduše je nalezneme v mnoha 
odvětvích ve většině oblastí lidského vědění.  
Jednou ze základních možností, jak efektivně řešit lineární diferenciální rovnice je právě 
Laplaceova transformace. Jedná se o postup hojně využívaný při analýze chování elektrických 
obvodů, harmonických oscilátorů a optických zařízení. V technické praxi se s ní setkáme při 
studiu vlastností systémů spojitě pracujících v čase. Prospěšnost Laplaceovy transformace 
spatřujeme zejména v tom, že mnohé komplikované složité vztahy se radikálně zjednoduší, 
především řešíme-li lineární elektrické obvody, v nichž jsou vztahy mezi proudy a napětími 
popsány soustavou lineárních integro-diferenciálních rovnic s konstantními koeficienty.  
Dále je práce soustředěna na analýzu elektronických obvodů čili jednoznačnou cestu, jak 
od konkrétního obvodu dospět přes obvodový a matematický model až k vlastnostem daného 
obvodu. A dále na opačný postup, mnohoznačnou syntézu elektronických obvodů.  
Nejdůležitějším úkolem projektu byla aproximace dynamiky fraktálního kapacitoru 
v kmitočtové oblasti za pomoci vhodného programu, na jejímž základě pak byla postavena 
samotná konstrukce obvodu fraktálního kapacitoru a provedeno základní měření. Nejdříve 
však bylo nezbytné připomenout počátky fraktálního počtu, základy, na nichž je postaven a 
jeho využití. Jelikož fraktální počet dává nový rozměr popisu klasických přírodních jevů, dá 
se říci, že se může stát jazykem jednadvacátého století, což je i důvod, proč se touto oblastí 
vědy zabývat.  
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2 Diferenciální rovnice  
 
Prvním z cílů této práce je zabývat se aplikacemi a řešením lineárních diferenciálních 
rovnic. Proto bych na začátek uvedla základní pojmy a vůbec i výklad toho, co diferenciální 
rovnice jsou. Literatury, která tuto oblast detailně rozebírá je nepřeberné množství, v mém 
případě bylo čerpáno zejména z té pod body [1]-[3]. 
 
Diferenciální rovnice používáme zejména v případech, kdy potřebujeme zachytit vývoj, 
změny, pohyb nebo růst, obecně evoluci nějakého reálného fyzikálního systému v čase. Jsou 
nepostradatelné při návrhu elektronických obvodů, sledování pohybu těles, při studiu 
ekonomických procesů, chemických reakcí, simulaci biologických procesů, studiu růstu 
populace či při analýze fyzikálních polí, lze je nalézt ve většině vědních oborů. 
 
2.1 Pojem  
 
Diferenciální rovnice je rovnice, v níž jako proměnné vystupují derivace funkcí, rovnice 
obsahující nezávisle proměnnou x a neznámou funkci y = y(x) jedné proměnné včetně jejích 
derivací. Teorie diferenciálních rovnic se zabývá existencí řešení, jednoznačností (čili zda je 
řešení jen jedno), závislostí řešení na počátečních a okrajových podmínkách. 
 
Základní dělení diferenciálních rovnic je podle typu obsažených derivací: 
- Obyčejné diferenciální rovnice: obsahují derivace hledané funkce jen podle jedné 
proměnné. 
- Parciální diferenciální rovnice: obsahují derivace hledané funkce podle více 
proměnných, tedy parciální derivace. 
 
Řádem diferenciální rovnice rozumíme řád nejvyšší derivace, která je v rovnici obsažená.  
 
Lineární diferenciální rovnice – v níž vystupuje neznámá funkce y včetně všech svých 
derivací nejvýše v prvním stupni. Rovnice, která není lineární, je nelineární.  
 
Obecný implicitním tvar diferenciální rovnice n-tého řádu vyjádříme jako [2] 
 
 (          ( ))   .       (2.1) 
 
Obecný explicitní tvar diferenciální rovnice n-tého řádu (neboli tvar s vytknutou nejvyšší 
derivací) vyjádříme následovně [2] 
 
 ( )   (          (   ) ).      (2.2) 
 
Řešením obyčejné diferenciální rovnice je funkce přesně vyhovující dané rovnici ve 
stanoveném intervalu, není tedy dostačující splnění rovnice jen pro pár izolovaných bodů.  
 
Integrální křivka - křivka, která řešení znázorňuje, graf řešení diferenciální rovnice.  
 
2.2 Řešení diferenciálních rovnic 
 
Obecné řešení je takové řešení diferenciální rovnice, které obsahuje libovolnou integrační 
konstantu. Tzn., že znázorňuje univerzální vzorec, který je možné aplikovat na všechna 
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partikulární řešení. V závislosti na řádu rovnice n obsahuje stejné množství nezávislých 
integračních konstant c1 až cn, které vznikly uskutečněním n integrací v průběhu řešení. 
Obecné řešení je možné zapsat jedním ze třech možných způsobů [3] 
 
- implicitní tvar (           )   ,     (2.3) 
 
- explicitní tvar    (         )   ,      (2.4) 
 
- parametrický tvar    (         ),    (         ),      . (2.5) 
 
Ne všechny shora uvedené n-tice konstant však směřují k obecnému řešení. Jejich 
záměnou za konkrétní hodnoty bychom měli pokrýt všechna partikulární řešení dané rovnice.  
 
Partikulární (částečné) řešení je takové řešení, které získáme přiřazením určité číselné 
hodnoty každé integrační konstantě obecného řešení čili každé konkrétní řešení rovnice. 
 
Nakonec máme ještě singulární (výjimečné) řešení diferenciální rovnice, která nelze 
získat z obecného řešení. Řešení vyskytující se pouze u některých rovnic, popř. v některých 
bodech oboru. 
 
Vedlejší podmínky jsou takové navzájem nezávislé podmínky, které jsou nezbytné pro 
určení konstant a tedy i získání jednoznačného řešení. Hrají proto důležitou roli při řešení 
diferenciálních úloh. Vedlejší podmínky dále rozlišujeme na:  
- počáteční podmínky jsou vedlejší podmínky zadané v jednom bodě a  
- okrajové podmínky jsou vedlejší podmínky zadané ve více bodech. 
 
Odtud plyne i pojem počáteční či okrajová úloha, což je diferenciální rovnice spolu se 
zadanými počátečními či okrajovými podmínkami. 
 
2.3 Existence a jednoznačnost řešení 
 
Existence a jednoznačnost řešení předpokládá nutnost stanovit nějaké počáteční 
podmínky, za nichž řešení dané úlohy vůbec existuje a podmínky, za nichž je toto řešení 
jediné.  
 
Počáteční úloha rovnice n-tého řádu je zadaná v (n+1)-rozměrné oblasti Ω, v níž je pevný 
bod [x0,y0,y0´...,y0
(n-1)
]Ω. Všechny souřadnice tohoto bodu jsou předem daná čísla, přestože 
označení připomíná derivace. Tento obecný bod představuje nastavení počátečních podmínek, 
obsahuje jak polohu počátečního bodu, tak i hodnoty, jež musejí příslušné derivace hledaného 
řešení v tomto bodě nabývat. 
Počáteční úlohu lze tedy zadat následovně [3] 
 
 ( )   (          (   ) ) ,  (  )    ,…,     
(   )(  )    
(   )
. (2.6) 
 
Tedy existuje-li spojitá funkce f všech svých argumentů v oblasti Ω, pak v okolí bodu x0 
nalezneme řešení úlohy. 
 
Jednoznačnost řešení je dále podmíněna spojitostí nejen funkce f, ale i spojitostí její 
první derivace podle všech argumentů, tj. aby byla hladká. Jestliže je tedy funkce f v oblasti Ω 
hladkou funkcí všech svých argumentů, pak v okolí bodu x0 existuje právě jedno řešení úlohy. 
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Počáteční podmínky mají významný vliv na řešení úlohy, zejména vzhledem k možným 
skokovým změnám řešení dané úlohy, je-li tato jednoznačná, pak je řešení spojitě závislé na 
počátečních podmínkách.   
 
 
2.4 Diferenciální rovnice 1. řádu   
 
Máme-li zadánu diferenciální rovnici 1. řádu v explicitním tvaru, pak obecné řešení 
obsahuje jednu integrační konstantu a pro vyjádření partikulárního řešení potřebujeme předpis 
jedné vedlejší počáteční podmínky.  
Počáteční úloha je zadána následovně 
 
     (   ),   (  )    .        ( 2.7 ) 
 
Při geometrické interpretaci chápeme hodnotu funkce f(x,y) přiřazené bodu [x,y] roviny 
(x,y) jako směrnici tečny ke grafu řešení (integrální křivce) v bodě [x,y]. Množina všech 
lineárních elementů, tedy trojic čísel (x, y, f(x,y)), je směrovým polem rovnice y´= f (x, y). 
Tuto  rovnici lze rozložit na  f(x,y)=k  a  y´=k,  kde  k  je  konstanta. První rovnice je 
implicitním vyjádřením rovinné křivky, izoklinou. Druhá rovnice říká, že každé řešení protíná 
izoklinu se stejnou směrnicí k. Integrální křivka procházející bodem [x0,y0] je pak hledaným 
řešením. 
 
Řešení  diferenciální rovnice 1. řádu je jednoznačné, právě tehdy, když pro funkce f a fy 
spojité v celé rovině (x,y) a pro libovolné počáteční podmínky existuje právě jedno řešení 
počáteční úlohy, buď definované na celé číselné ose nebo s jednou či dvěma asymptotami bez 
směrnice. 
 
2.5 Separace proměnných   
 
Separace proměnných je základním prostředkem pro výpočet diferenciální rovnice 
prvního řádu.  
Pojem separovatelná diferenciální rovnice znamená, že rovnice je možné upravit na tvar  
 
    ( )   ( ).        (2.8) 
 
Separaci pak provádíme tak, že na jednu stranu rovnice převedeme členy se závisle 
proměnnou a na druhou stranu členy s nezávisle proměnnou a obě strany rovnice integrujeme. 
Postup při úpravě [2] 
  
a) y´ nahradíme výrazem 
  
  
, 
 
b) celou rovnici vynásobíme dx, 
 
c) odseparujeme proměnné, tzn. členy, které obsahují y, převedeme na levou stranu 
rovnice spolu s dy a členy, které obsahují x, převedeme na pravou stranu rovnice spolu 
s dx, 
  
d) na závěr zintegrujeme obě strany této rovnice, dostaneme obecný integrál dané 
rovnice do tvaru 
5 
 
 
  ∫
  
 ( )
   ∫ ( )     .      (2.9) 
 
Po integrování dostaneme dvě integrační konstanty C a K na obou stranách rovnice, tyto 
můžeme převést na jednu stranu rovnice a nahradit konstantou jedinou c=K-C, tuto většinou 
dáváme napravo. Takto získáváme obecné řešení rovnice.  
Řešení, které separací proměnných získáváme, je převážně v implicitním tvaru. Podaří-li 
se nám odseparovat navíc proměnnou y, získáme řešení v explicitním tvaru.  
Podmínkou úspěšného řešení je, s ohledem na skutečnost, že funkce g(y) je ve 
jmenovateli, aby g(y) = 0, s možností singulárního řešení. 
 
2.6 Lineární diferenciální rovnice prvního řádu:  
 
V praxi se velmi často objevují lineární rovnice ve tvaru [3] 
 
    ( )   ( ),     .       (2.10) 
  
Jsou-li funkce f(x) a g(x) spojité na intervalu I, čili platí-li f, g  C(I), pak z věty o 
jednoznačnosti vyplývá, že lineární rovnice má pro každou počáteční podmínku y(x0) = y0, x0 
 I právě jedno řešení, které existuje na celém intervalu  I. 
 
2.6.1 Homogenní lineární diferenciální rovnice prvního řádu  
 
Homogenní lineární diferenciální rovnice prvního řádu je taková, kdy za funkci g(x) 
dosadíme hodnotu 0, a diferenciální rovnice má pak tvar [3] 
   
    ( )   ( )           (2.11) 
 
2.6.2 Metoda variace konstanty 
 
Metoda variace konstanty (též Lagrangeova metoda) je metodou řešení nehomogenní 
rovnice y´ + f (x) y = g(x) a spočívá v tom, že nejprve nalezneme výsledek rovnice homogenní 
a následně nahradíme symbol c, který v tomto případě nepovažujeme za konstantu, za funkci 
c(x), kterou je nutno určit tak, aby řešení vyhovovalo rovnici nehomogenní.  
Derivací řešení nehomogenní rovnice ve tvaru [3] 
 
   ( )  ∫ ( )  ,        (2.12) 
 
dostaneme: 
 
     ( )  ∫ ( )    ( )(  ( ))  ∫ ( )  .    (2.13) 
 
Dosazením do [3] 
 
    ( )   ( ),         (2.14) 
 
získáme po úpravě [3] 
  
  ( )  ∫ ( )    ( ).       (2.15) 
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Převedením   ∫ ( )   na pravou stranu a integrací získáme [3] 
  
 ( )  ∫[ ( ) ∫ ( )  ]     .                    (2.16) 
 
Obecné řešení nehomogenní lineární diferenciální rovnice prvního řádu lze tedy vyjádřit 
ve tvaru [3] 
 
  {∫[ ( ) ∫ ( )  ]      } 
 ∫ ( )  .              (2.17) 
 
Podle předchozího výsledku lze obecné řešení nehomogenní diferenciální rovnice 
prvního řádu získat jako součet obecného řešení homogenní rovnice, tedy    
 ∫ ( )   a 
partikulárního řešení (pro C1=0) nehomogenní rovnice, tzn. {∫[ ( ) ∫ 
( )  ]   }  ∫ ( )  . 
 
Shrneme-li tedy celý postup, nejprve musíme metodou separace proměnných nalézt řešení 
homogenní rovnice. V takto získaném řešení považujeme integrační konstantu za funkci 
nezávisle proměnné x a dosadíme do výchozí nehomogenní lineární rovnice. Po úpravě 
získáme jednoduchou rovnici, z níž integrací obdržíme funkci c(x). Dosazením do 
předpokládaného tvaru pak dospějeme k výslednému řešení nehomogenní lineární rovnice. 
 
2.7 Diferenciální rovnice vyššího řádu:  
 
Obecnou lineární diferenciální rovnicí n-tého řádu rozumíme rovnici tvaru [3] 
 
  ( ) 
( )      ( ) 
(   )      ( )     ( )   ( );   ( )   .      (2.18) 
 
Stejně jako u lineárních diferenciálních rovnic rozumíme homogenní rovnicí rovnici, ve 
tvaru f(x) ≡0, a naopak nehomogenní rovnicí rovnici, ve tvaru f(x)≠0. A rovněž obecné řešení 
nehomogenní lineární rovnice je součtem obecného řešení homogenní rovnice a 
partikulárního řešení rovnice nehomogenní. 
 
2.7.1 Homogenní diferenciální rovnice vyššího řádu 
 
Za homogenní lineární dif. rovnici n-tého řádu s konstantními koeficienty považujeme  
rovnici tvaru [2] 
  
    
( )       
(   )              ;          ;     .          (2.19) 
 
2.7.2 Charakteristická rovnice 
 
Charakteristická rovnice je rovnice, která vznikne při hledání partikulárních řešení 
homogenní rovnice ve tvaru eλx. 
 
Pro nalezení obecného řešení homogenní lineární diferenciální rovnice n-tého řádu s 
konstantními koeficienty je třeba vyřešit příslušnou charakteristickou rovnici [2] 
 
   
       
              .              (2.20) 
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Jde o algebraickou rovnici, která má n kořenů. Ke každému nalezenému kořenu se přiřadí 
jedno partikulární řešení a tak se dostane celý fundamentální systém.  
 Charakteristická rovnice homogenní lineární diferenciální rovnice 2. řádu je rovnice [2] 
 
   
          .       (2.21) 
 
Tuto rovnici vyřešíme klasicky pomocí vzorce pro kvadratickou rovnici. Mohou nastat tři 
případy v závislosti na diskriminantu: 
1. Diskriminant je kladný, rovnice má dva navzájem různé reálné kořeny λ1≠λ2. Potom 
fundamentální systém rovnice je [2] 
 
    
   ;      
   .        (2.22) 
 
2. Diskriminant je nulový, rovnice má dvojnásobný reálný kořen λ1= λ2 = λ. Potom 
fundamentální systém rovnice je [2] 
 
    
  ;      
  .        (2.23) 
 
3. Diskriminant je záporný, rovnice má dva komplexně sdružené kořeny λ1,2 = α+iβ, kde i 
označuje komplexní jednotku. Hledá se reálné řešení, a proto se zvolí (vzhledem k 
platnosti Eulerovy identity                  ) fundamentální systém [2] 
 
     
       ;      
       .      (2.24) 
 
Obecné řešení pak bude (ve všech třech případech) [2] 
  
           .        (2.25) 
 
V případě rovnic třetího a vyššího řádu k řešením charakteristické rovnice přiřazujeme 
fundamentální systém stejným způsobem jako v případě rovnice druhého řádu. 
 
2.7.3 Nehomogenní diferenciální rovnice vyššího řádu 
 
Nehomogenní diferenciální rovnice vyššího řádu je rovnice ve tvaru  [2] 
  
  ( ) 
( )      ( ) 
(   )      ( )     ( )   ( ).  (2.26) 
 
Řešení je součtem obecného řešení homogenní rovnice yh a jednoho partikulárního řešení 
nehomogenní rovnice Y → y = yh +Y. 
 
2.7.4 Metoda neurčitých koeficientů  
 
Tato metoda vede k určení partikulárního řešení, je nejjednodušší, nevyžadující znalost 
fundamentálních řešení, avšak je ji možné aplikovat jen pro některé typy pravých stran.  
1. Pokud je pravá strana typu [2] 
 
 ( )       ( ),        (2.27) 
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přičemž Pn(x) je polynom n-tého stupně, pak partikulární řešení Y je ve tvaru [2] 
  
          ( ),         (2.28) 
 
kde α je k-násobný kořen charakteristické rovnice a Qn(x) je obecný polynom n-tého 
stupně. 
2. Pokud je pravá strana typu [2] 
 
  ( )     (             ),      (2.29) 
 
pak partikulární řešení Y je ve tvaru [2]  
 
        (             ),      (2.30) 
 
kde α+iβ je k-násobný kořen charakteristické rovnice a A,B  jsou reálná čísla. V případě, 
že α (resp. α + iβ) není kořen charakteristické rovnice, k = 0: 
Pro řešení metodou neurčitých koeficientů platí rovněž princip superpozice, neboli jestliže 
funkce na pravé straně je součtem speciálních pravých stran [2] 
 
 ( )    ( )      ( ),        (2.32) 
 
potom i partikulární řešení nehomogenní rovnice bude součtem  partikulárních řešení pro 
jednotlivé speciální pravé strany, 
 
         .        (2.32) 
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3 Laplaceova transformace  
 
Laplaceova transformace v matematice označuje jednu ze základních integrálních 
transformací. Používá se k řešení některých obyčejných diferenciálních rovnic, zejména těch, 
které se objevují při analýze chování elektrických obvodů, harmonických oscilátorů a 
optických zařízení. V technice se s ní setkáme při studiu vlastností systémů spojitě pracujících 
v čase, kde je protějškem Z-transformace pro diskrétní systémy. 
Užitečnost Laplaceovy transformace spočívá v tom, že převádí funkce reálné proměnné na 
funkce komplexní proměnné způsobem, při němž se mnohé složité vztahy mezi původními 
funkcemi radikálně zjednoduší. 
Veškeré použité vzorce a materiály byly čerpány z literatury uvedené pod body [1]-[4]. 
Laplaceovu transformaci odvodil roku 1812 francouzský matematik Pierre Simon de 
Laplace. Již dříve (1737) však tuto transformaci použil Leonhard Euler při řešení jistých 
obyčejných diferenciálních rovnic. 
Pierre Simon de Laplace, (23.3.1749 – 5.3.1827) byl francouzský matematik, fyzik, 
astronom a politik. Byl členem Francouzské akademie věd, královské společnosti v Londýně 
a Komise pro míry a váhy. Laplace je právem považován za jednoho z největších vědců. Již 
svým rozsahem zanechal monumentální dílo. Zabýval se matematickou analýzou, teorií 
pravděpodobnosti, nebeskou mechanikou a teorií potenciálu. Zavedl pojem Laplaceovy 
transformace. Užil tzv. Laplaceův operátor (v parciální diferenciální rovnici pro potenciál 
silového pole). Je autorem teorie o vzniku sluneční soustavy z rotující mlhoviny (Kantova-
Laplaceova teorie) a mnoha dalších teorií a metod s mnoha aplikacemi. 
 
3.1 Definice transformace 
 
Integrální transformace T je předpis, který každé funkci f(t), jež splňuje jisté 
předpoklady, přiřazuje jednoznačně funkci [4] 
 
 ( )  ∫  (   ) ( )  
 
 
.                    (3.1) 
 
kde K(t,p) je jádro, funkce dvou proměnných, funkce f(t) je předmět a F(s) jeho obraz. 
Můžeme psát také [4] 
 
 ( )    ( ),         (3.2) 
 
kde T  je symbol transformace.  
Přímá transformace přiřazuje předmětu f obraz F a integrál (3.1) se nazývá definiční 
integrál transformace.  
Zpětnou transformaci T -1, je-li předmět svým obrazem jednoznačně určen, lze psát [4] 
 
 ( )      ( ).        (3.3) 
 
 ( )  ∫   (   ) ( )  
 
 
.                   (3.4) 
 
Volbou jádra a mezí a,b můžeme definovat nekonečně mnoho integrálních transformací.  
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3.2 Definice Laplaceovy transformace 
 
Laplaceovu transformaci dostaneme, pokud [4]  (   )      ,     a     .  
Definice Laplaceovy transformace tedy zní:  
Nechť je f(t) daná komplexní funkce reálné proměnné neboli předmět, dále nechť existuje 
následující integrál a má konečnou hodnotu alespoň pro jedno komplexní s. Potom k funkci 
f(t) definujeme Laplaceův obraz F(s) rovnicí [4] 
 
 ( )  ∫  ( )      
 
 
 ,     ,    .     (3.5) 
 
Laplaceův obraz je funkce komplexní proměnné s. Reálnou a imaginární část s značíme 
Re s = ξ, Im s = η, takže s = ξ + iη. 
Výraz L f(t) znamená totéž, co F(s). 
Existence Laplaceova obrazu je podmíněna několika předpoklady:  
a) integrál musí konvergovat alespoň pro jedno komplexní s,  
b) funkce je po částech spojitá v intervalu 〈   〉, tedy spojitá s výjimkou konečného 
počtu bodů, v nichž má nespojitost prvního druhu (má konečné jednostranné limity 
zleva a zprava, které se ovšem nemusí rovnat), je tedy po částech spojitá v každém 
intervalu 〈   〉, kde a je libovolné kladné číslo 
c) funkce f(t) je exponenciálního řádu s indexem růstu ξ1, existují-li kladné konstanty 
M, s tak, že platí |f(t)| ≤ M    , t  R. Funkce f(t) tedy nemůže růst rychleji než 
vhodná exponenciální funkce. Stačí zaručit existenci konstant M a ξ1, není třeba je 
číselně vyhodnocovat 
d) rovná se nule pro všechna t<0. 
Pakliže funkce f(t) splňuje předpoklady b) až d) nazýváme ji předmětem standardního 
typu, jehož prostřednictvím definujeme větu o existenci Laplaceova obrazu:  
Nechť je f(t) předmět standardního typu a ξ1 jeho index růstu, pak Laplaceův obraz [4] 
 
L f(t) =   ( )  ∫  ( )      
 
 
      (3.6) 
 
existuje a jeho definiční integrál konverguje absolutně pro všechna komplexní p, pro něž     
Re s> ξ1. 
Podmínka d) vyžaduje, aby se předmět standardního typu rovnal nule pro záporná t, neboť 
dvě funkce, které by se shodovaly pro t>0 a lišily se pro t<0 by měly stejný Laplaceův obraz a 
při zpětné transformaci by pak předmět nebyl jednoznačně určen svým obrazem. Vzhledem 
k tomu zavádíme Haevisideovu funkci H(t) neboli jednotkový skok 1(t), definovanou jako[4] 
  
 ( )  {
         
 
 
        
         
  .        (3.7) 
 
Identická funkce definovaná [4] 
 
   ( )  
 
 
 (| |   )        (3.8) 
 
pak zaručuje, že se jedná o předměty standardního typu. 
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Existuje zde řada vět platných pro Laplaceovu transformaci usnadňujících nalezení obrazů 
různých funkcí:  
 
3.3 Věta o linearitě:  
 
Obrazem lineární kombinace konečného počtu předmětů je lineární kombinace 
příslušných obrazů s týmiž koeficienty[4] 
 
L *∑     ( )
 
   +  ∑     ( )
 
   .      (3.9) 
 
kde fi(t) jsou předměty standardního typu, L fi(t) = Fi(s) jsou jejich obrazy, i = 1,2,3,…,n, ai 
jsou libovolné komplexní konstanty. 
 
3.4 Věta o substituci v obrazu:  
 
Věta o substituci v obrazu neboli též věta o násobení předmětu exponenciálou zní, že 
násobí-li se předmět výrazem eat, je v obrazu třeba místo p dosadit s-a [4] 
 
L *    ( )+   (   ).       (3.10) 
 
kde fi(t) jsou předměty standardního typu, L fi(t) = Fi(s), a je komplexní konstanta. 
 
3.5 Věta o derivaci obrazu:  
 
Je-li fi(t) jsou předměty standardního typu, L fi(t) = Fi(s), pak [4] 
 
L *  ( )+     ( )   
  ( )
  
.      (3.11) 
 
Jelikož je funkce tf(t) opět předmět standardního typu, můžeme tuto větu použít 
opakovaně [4] 
 
L *   ( )+=L *    ( )+= 
 
  
L  *  ( )+  
   ( )
   
,     (3.12) 
 
a tedy i [4] 
 
L *   ( )+=(-1)n  
   ( )
   
,        (3.13) 
 
kde n je přirozené číslo. 
 
3.6 Věta o integraci obrazu:  
 
Je-li fi(t) jsou předměty standardního typu s indexem růstu ξ1, L fi(t) = Fi(s), a dále pak 
 ( )
 
 
má v bodě t=0 konečnou limitu zprava, pak [4] 
 
L 2
 ( )
 
3  ∫   ( )  
 
 
.       (3.14) 
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3.7 Věta o změně měřítka:  
 
Je-li f(t) je předmět standardního typu, L f(t)= F(s), k je konstanta, čili funkce g(t) = f (kt) 
je rovněž předmět standardního typu a platí [4] 
 
L ( )  L  (  )  
 
 
 .
 
 
/,       (3.15) 
 
a také [4] 
 
 
 
L  .
 
 
/   (  ) .        (3.16) 
 
 
3.8 Věta o obrazu derivace:  
 
Funkce f(t) a její derivace f´(t) jsou předměty standardního typu, funkce f(t) je spojitá 
v otevřeném intervalu (0,+).  L f(t)= F(s) a f(0+) =         ( ) je počáteční hodnota 
funkce f(t) [4] 
 
L  ( )   sF(p) – f(0+).        (3.17) 
 
Důkaz této věty je proveden pomocí integrace per partes 
- u(t) a v(t) jsou libovolné funkce spojité v intervalu 〈   〉 s po částech spojitou derivací[4] 
 
-  ( )  ∫   ( )  
 
 
  ( ),  ( )  ∫   ( )  
 
 
  ( ) ,   (3.18) 
 
- pak platí ∫   ( ) ( )  
 
 
 , ( ) ( )- 
  ∫  ( )  ( )  
 
 
,   (3.19) 
 
- , ( ) ( )- 
   ( ) ( )   ( ) ( ),       (3.20) 
 
 
- jsou-li funkce u,v jsou spojité a mají po částech spojitou derivaci v intervalu 〈   ) a 
        ( ) ( ),        ∫  ( )  ( )  
 
 
      (3.21) 
 
jsou konečné, platí [4] 
 
 ∫   ( ) ( )  
 
 
         ( ) ( )   ( ) ( )  ∫  ( )  ( )  
 
 
. (3.22) 
 
Obraz derivace je tedy vymezen jako [4] 
  
L  ( )   ∫   ( )      
 
 
,        (3.23) 
 
kde položíme[4]  ( )   ( ),  ( )      , a tedy   ( )    ( ),   ( )        . Limita   
        ( ) 
     ,          ∫  ( ) 
     
 
 
 ∫  ( )      
 
 
.  
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A dále definujeme [4]   ( )     
    
 ( )   (  ) 
 
 ∫   ( )      
 
 
 , ( )    - 
  ∫        ( )   
 
 
 ∫      ( )  
 
 
  (  ). 
          (3.24) 
 
Pro f(0+)=        ( )=0 neboli pro obraz první derivace funkce, která má nulovou 
počáteční hodnotu, tj. vyhovuje nulové počáteční podmínce v bodě t=0, platí, že výsledkem je 
p-násobek jejího obrazu: L  ( )   sF(s)=s L  ( ). 
 
3.8.1 Odraz druhé a třetí derivace 
 
Platí-li L   ( )   sF(s) – f(0+), použijeme-li substituce f´(t)=g(t) a g(t) splňuje 
předpoklady věty o obrazu derivace, je spojitá pro všechna t0, g(t) a g´(t) jsou předměty 
standardního typu, a tedy L   ( )   s L  ( ) – g(0+) a g(0+)=        ( ), pak dosazením 
do rovnice [4] 
 
L ( )   L  ( )   L ( ) – f(0+) a označíme-li g(0+)=f´(0+) dostáváme: 
 
L   ( )  L  ( )   , L ( )   (  )-   (  )    L ( )    (  )    (  ). 
           (3.25) 
A obdobně pro třetí derivaci platí [4] 
 
L     ( )   L    ( )     (  )   ,  L  ( )    (  )    (  )-    L  ( )  
   (  )     (  )    (  ).      (3.26) 
 
3.8.2 Věta o obrazu n-té derivace 
 
Je-li n přirozené číslo, funkce f(t) a všechny její derivace jsou předměty standardního 
typu, a až po řád (n-1) jsou spojité pro všechna t0, dále f(k)(0+)=        
( )( ) pro 
k=0,1,2,…n-1, a f(k)(0+) jsou počáteční hodnoty funkce a jejich derivací [4] 
 
L ( )( )    L ( )  ∑      (   )(  )    .    (3.27) 
 
3.8.3 Užití Laplaceovy transformace na řešení lineárních diferenciálních rovnic 
 
Přednosti věty o obrazu derivace Laplaceovy transformace se projevují zejména při řešení 
diferenciální rovnic, kdy při derivaci předmětu Laplaceovy tranformace se jeho obraz pouze 
vynásobí veličinou p. V konečném důsledku tedy převádíme diferenciální rovnice na rovnice 
algebraické. 
Diferenciální rovnice n-tého řádu s konstantními koeficienty [4] 
  
  
   
   
     
     
     
             ( ).     (3.28) 
 
kde f(t) je funkce, která je předmětem standardního typu, ai jsou dané konstanty, an0, a y(t) 
je hledaná funkce. 
Známe-li rovněž soustavu daných bi, i=0,1,…,n-1, kdy    
( )(  )          
( )( ), tzn. 
že počáteční podmínky pro t=0, pak lze použitím věty o odrazu derivaci, kdy L  =Y, uvést [4] 
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   L       (  )       ,      (3.29) 
 
L          (  )    (  )            ,   (3.30) 
 
L                    ,      (3.31) 
 
L ( )              
                  ,   (3.32) 
 
Dále použijeme větu o linearitě Laplaceovy transformace 
 
L{   
( )       
(   )                  }    L 
( )      L 
 (   )    L     L ,       (3.33) 
 
Označíme-li L f(t)=F(s) můžeme psát obraz diferenciální rovnice takto [4] 
 
  ( 
                      )      ( 
                    
    )      ( 
         )    (     )       ( )  (3.34) 
 
nebo též [4] 
 
 (   
        
          )    ( 
                  )         
 ( ).            (3.35) 
 
Obraz řešení rovnice je [4] 
  
  
 ( )
   
        
        
 
  ( 
            )      (      )      
   
        
        
.   (3.36) 
 
Je-li  ( )  ∑    
  
    mnohočlen n-tého stupně  
a  ( )    ( 
            )        (      )        mnohočlen stupně (n-1) můžeme 
obraz vyjádřit [4] 
 
  
 ( )
 ( )
 
 ( )
 ( )
.         (3.37) 
 
 
3.9 Věta o obrazu integrálu 
 
Funkce f(t) je předmětem standardního typu a je po částech spojitá, L f(t)= F(s) [4] 
  
L 2∫  ( )
 
 
  3  
 ( )
 
.        (3.38) 
 
Důkaz provedeme pomocí  ( )  ∫  ( )
 
 
  , která je spojitá pro všechna t a splňuje všechny 
předpoklady věty o obrazu derivace, označíme-li L  ( )=G(s), pak L   ( )=sG(s). Jelikož g´(t) 
= f(t), pak platí [4] 
 
L  ( )   L  ( )   ( ),       (3.39) 
 
  ( )   ( )        (3.40) 
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a odtud potom [4] 
 
 ( )  L ( )    ( )
 
.        (3.41) 
 
Pro obraz vícenásobného integrálu pak analogicky odvodíme [4] 
  
L ∫   
 
 
∫  ( )  
 
 
 
 
  
 ( ).       (3.42) 
 
3.9.1 Použití věty o obrazu integrálu 
 
Nejčastější aplikace věty o obrazu integrálu jsou integro-diferenciální rovnice. Hledáme-
li funkci y(t), pro níž při počátečních podmínkách y(0+) = 0 platí [4] 
   
  ( )     ( )    ∫  ( )  
 
 
  ,      (3.43) 
 
kde a, b, c jsou konstanty, označme L   Y, pak L     sY a L ∫     
 
 
 
 
 
 a obraz integro-
diferenciální rovnice lze znázornit jako [4] 
  
.    
 
 
/  
 
 
 .        (3.44) 
 
A obraz řešení jako [4] 
  
  
 
       
 .         (3.45) 
 
Pokud pak má kvadratický trojčlen ve jmenovateli dva různé kořeny         (    )(  
  ), kdy s1 s2, pak 
  
  
 
     
.
 
    
 
 
    
/.        (3.46) 
 
Takže   [4] 
 
   
 
     
(         ).        (3.47) 
 
Pokud však má kvadratický trojčlen         (    )
 , pak [4] 
 
  
 
(     )
  ,         (3.48) 
 
a tedy [4] 
 
        .          (3.49) 
 
3.10 Věta o translaci 
 
Funkce f(t) je předmět standardního typu, nulová pro všechna t  0,  je nezáporná 
konstanta, funkce f(t - ) je nulová pro všechna t  , funkce g(t) je definována jako:           
g(t) = f(t - ). Potom platí, že, posuneme-li funkci f(t) bez jakékoliv deformace vpravo o délku 
, dojde k translaci předmětu Laplaceovy transformace, vyjádřeno [4] 
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L (   )      L ( )       (3.50) 
 
neboli v případě, že provedeme v předmětu translaci vpravo o délku , projeví se to v obraze 
vynásobením veličinou     . 
 
3.11 Věta o obrazu periodické funkce 
 
Je-li funkce f(t) po částech spojitá s periodou T  0 a fT(t) je konečný impuls trvání T, 
jehož periodickým opakováním je periodická funkce vytvořena [4] 
 
L   ( )    ( )  ∫  ( ) 
     
 
 
 .      (3.51) 
      
Pak [4] 
 
L  ( )  
  ( )
      
 
∫  ( )      
 
 
      
.      (3.52) 
 
Z uvedené rovnice je možné pozorovat, že funkce F(s) má v konečnu pouze póly 
v bodech, kdy       , to znamená pokud   
    
 
, je-li n celé. 
 
3.12 Zpětná transformace racionální lomené funkce 
 
Nejnáročnější částí úloh bývá nalezení předmětu k získanému obrazu, tedy nalézt k dané 
funkci F(s) komplexní proměnné její předmět f(t), aby platilo L f(t)=F(s). 
Laplaceův obraz je definovaný integrálem, z čehož můžeme zároveň usoudit, že zpětná 
transformace není jednoznačná, neboť k danému obrazu můžeme nalézt nekonečně předmětů.  
Lerchova věta však ukazuje, že zpětná Laplaceova transformace v podstatě jednoznačná 
je, když pro dvě funkce f1(t) a f2(t) mající stejný Laplaceův obraz F(s)=L1f(t)=L2f(t) platí [4] 
  
∫ |  ( )    ( )|
 
 
  .         (3.53) 
 
Zaměříme-li se pak pouze na předměty standardního typu, jejichž hodnota v bodech 
nespojitosti je rovna aritmetickému průměru limity zleva a zprava, pak k danému obrazu F(s) 
existuje nejvýše jeden předmět standardního typu f(t), který má Laplaceův obraz L f(t)= F(s). 
Zmiňovaný předmět značíme symbolem L-1 f(t). 
Nutnou a postačující podmínkou pro racionální lomenou funkci F(s), tedy podíl dvou 
mnohočlenů, jež je obrazem předmětu standardního typu, je, že stupeň čitatele musí být menší 
než stupeň jmenovatele.  
Metoda zpětné transformace racionální lomené funkce je založena na rozkladu racionální 
lomené funkce na parciální zlomky [4] 
 
  
    
, 
   
(    )
  ,         (3.54) 
 
kde si označuje nulové body jmenovatele, Ai, Bi,k konstanty. Stupeň jmenovatele je právě 
roven počtu parciálních zlomků, na níž lze funkci rozložit, a tyto parciální zlomky jsou pak 
obrazy známých předmětů standardního typu [4] 
 
 
    
 L     , 
 
(    )
 = L2
        
(   ) 
3 .       (3.55) 
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3.13 Věta o rozkladu  
 
Racionální lomená funkce F(s) = 
 ( )
 ( )
, kde čitatel P(s) je nižšího stupně než jmenovatel 
Q(s), který má právě n růžných kořenů si, i = 1, 2, …, n, a tedy Q(s) = an(s-s1)(s-s2)…(s-sn), 
proto [4] 
 
 ( )  ∑
  
    
 
            (3.56) 
 
a  
 
          ,(    ) ( )-  
 (   )
  (  )
         ( ),     (3.57) 
 
kde Q´ znamená derivaci jmenovatele, Haevisidovým rozvojem pak vypočteme koeficienty 
[4] 
     ,(    )
  ( )-    ,       (3.58) 
 
     0
 
  
 
  
(    )
  ( )1
    
,       (3.59) 
… 
   0
 
(   ) 
    
     
(    )
  ( )1
    
.      (3.60) 
 
Výsledek získáme jednoduše, když za p dosadíme příslušný kořen jmenovatele si, po 
rozkladu jmenovatele na součin se kořenový činitel s-si zkrátí a na závěr dosadíme ještě s=-si, 
kde si je nejvýše prvního řádu.  
A tedy [4] 
  
 ( )  ∑    
    
    ∑
 (  )
  (  )
 
    
   .      (3.61) 
 
Má-li jmenovatel Q(s) jen jednoduché kořeny, a to k reálných kořenů si, i = 1, 2, .., k a 
p dvojic komplexně sdružených kořenů αi ± jβi, i = 1, 2, …, p, kde βi ≠ 0 a k + 2p je rovno 
stupni jmenovatele, pak je možné napsat rozklad reálné racionální lomené funkce F(s) 
takto[4] 
 
    ( )  ∑
  
    
 
    ∑
  
        
 
  ̅̅ ̅
        
 
   ,     (3.62) 
 
kde    
 
   
 (  )
  (  )
          (3.63) 
 
a  
 
   
 (      )
  (      )
,         (3.64) 
 
výsledný předmět [4] 
 
 ( )  ∑    
    
     ∑      
   (               )
 
       (3.65) 
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a v exponenciálním tvaru [4] 
 
 ( )=∑    
    
     ∑       
    
    
(      )  ∑    
    
     ∑     
    
   (         ). (3.66) 
 
 
3.14 Věta o obrazu konvoluce 
 
Definice konvoluce  zní f(t) a g(t) jsou funkce po částech spojité v intervalu 〈  ), pak 
konvolucí nazýváme [4] 
  
 ( )   ( )  ∫  (   ) ( )  
 
 
.       (3.67) 
 
Funkce f(t) a g(t) jsou standardního typu, a tedy L f(t)=F(s) a L g(t)= G(s), pak věta o 
konvoluci zní [4] 
  
L * ( )   ( )+   ( )   ( ).      (3.68) 
 
Neboli obrazem konvoluce předmětů je obyčejný součin jejich obrazů.  
 
 
3.15 Dirakova funkce  
 
Často je možné se setkat s proměnnými veličinami, které se pro všechny hodnoty 
nezávisle proměnné rovnají nule s výjimkou hodnot v okolí určitého čísla, často nabývají 
velkých hodnot a integrál od -∞ do +∞ je roven konstantě, převážně jedničce. Přibližně je 
možné popsat tuto funkci [4] 
 
   ( )  {
                 
          
 
 
                
 
 
 .       (3.69) 
 
A platí pro ni [4]: 
 
 ∫   ( )  
 
  
  .        (3.70) 
 
Pro limitní přechod n→∞ [4] 
 
   ( )  {
              
          
  ,       (3.71) 
 
pak platí :  
 
 ∫  ( )  
 
  
  .         (3.72) 
 
 
3.16 Užití Laplaceovy transformace při řešení elektrických obvodů 
 
Výše uvedené vědomosti můžeme použít na řešení úloh o lineárních elektrických 
obvodech, v nichž mezi proudy a napětími jsou popsány soustavou lineárních diferenciálních, 
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případně integro-diferenciálních rovnic s konstantními koeficienty. Aplikací Laplaceovy 
transformace pak lze tyto vztahy o elektrických obvodech zjednodušit. Zejména proto je 
Laplaceova transformace hojně využívána v teorii obvodů.  
Zaměříme se na obvody se soustředěnými parametry, v nichž jsou obvodové prvky 
dostatečně prostorově omezeny, jsou funkcí času a jsou ideální. Naším úkolem tedy nalézat 
proudy tekoucí jednotlivými prvky či napětí mezi danými body sítě, tedy nalezení konečného 
počtu funkcí jedné proměnné, a to času, a proto i diferenciální případně integro-diferenciální 
rovnice popisující tyto obvody budou rovnicemi obyčejnými nikoliv parciálními.  
Jak je již dobře známo, platí mezi napětím u(t), proudem i(t) a prvky obvodu odporem R, 
cívkou L, kondenzátorem C, notoricky známé vztahy[4] 
 
Pro odpor:      
 
  ( )    ( ).          (3.73) 
 
Pro cívku s indukčností L:    
  
  ( )   
  
  
  a  ( )  
 
 
∫  ( )  
 
 
  (  ).      (3.74) 
 
A pro kondenzátor o kapacitě C:   
 
  ( )   
  
  
  a  ( )  
 
 
∫  ( )  
 
 
  (  ) ,     (3.75) 
 
kde  (  ) a  (  ) jsou počáteční hodnoty proudu a napětí neboli počáteční podmínky.  
Počáteční hodnoty proudu používáme při řešení výše zmíněného vztahu mezi proudem a 
napětím na cívce, pro výpočet vztahu mezi proudem a napětím kondenzátoru je pak nezbytná 
počáteční hodnota napětí. Jestliže nás pak zajímá vztah mezi proudem a napětím na odporu, 
pak počáteční podmínky nejsou ve vztahu zapotřebí.  
Považujeme-li funkce u(t) a i(t) za předměty standardního typu a platí-li L u(t)=U(s) a           
L i(t)=I(s), pak můžeme přepsat vztahy shora takto [4] 
 
Pro odpor:    
 
 ( )    ( )         (3.76) 
 
Pro cívku:    
 
 ( )     ( )    (  ).       (3.77) 
 
Pro kondenzátor:   
 
 ( )  
 ( )
  
 
 (  )
 
 .        (3.78) 
 
Pokud by pak počáteční podmínky, čili počáteční hodnota proudu na cívce a počáteční 
hodnota napětí na kondenzátoru byly nulové, zjednodušily by se vztahy ještě [4] 
 
Pro odpor:    
 
 ( )    ( ).        (3.79) 
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Pro cívku:    
 
 ( )     ( ).        (3.80) 
 
Pro kondenzátor:   
 
 ( )  
 ( )
  
.         (3.81) 
 
Pro všechny tři případy lze tyto rovnice zobecnit jako [4] 
 
 ( )   ( ) ( )  
 ( )
 ( )
.       (3.82) 
 
Přičemž Z(s) je nazývána obrazovou impedancí a Y(s) obrazovou admitancí a pro základní 
součástky je můžeme vyjádřit následovně [4] 
  
Pro odpor:    
 
   ,   
 
 
 .        (3.83) 
 
Pro cívku:     
 
    ,    
 
  
 .        (3.84) 
 
A konečně pro kondenzátor:  
 
  
 
  
,    .        (3.85) 
 
 
3.16.1 Sériové zapojení několika základních prvků za nulových počátečních podmínek  
 
Jak je všeobecně známo, při zapojení více prvků do série se napětí jednotlivých prvků 
sčítá. Věta o linearitě Laplaceovy transformace pak předpokládá i rovnost obrazů těchto 
napětí a tedy platí 2. Kirchhoffův zákon [4] 
  
                            (          ).  (3.86) 
 
Z uvedené rovnosti plyne, že prvky zapojené do série se chovají jako jedna jediná 
součástka o celkové impedanci  
 
            .       (3.87) 
 
 
3.16.2 Paralelní zapojení několika základních prvků za nulových počátečních podmínek  
 
Pakliže máme zapojeny součástky zapojeny paralelně, platí 1. Kirchhoffův zákon, tedy že 
součet proudů vstupujících do uzlu se rovná součtu proudů z uzlu vystupujících, neboli že 
součet všech proudů v uzlu je nulový. Stejně jako v předchozím případě pak za použití věty o 
21 
 
linearitě Laplaceovy transformace předpokládáme týž výsledek i pro součet obrazů těchto 
proudů můžeme psát [4] 
  
             
 
  
 
 
  
   
 
  
  .
 
  
 
 
  
   
 
  
/   (          )  .   
          (3.88) 
 
Pro prvky zapojené paralelně tedy platí, že se k vyjádření jejich celkové hodnoty používá 
admitance, která je součtem všech admitancí elementárních, neboli [4]  
 
                     (3.89) 
 
nebo též pomocí impedance [4] 
 
     
 
 
 
 
 
  
 
 
  
   
 
  
 .        (3.90) 
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4 Teorie elektronických obvodů 
 
4.1 Základní pojmy 
 
Elektronickým obvodem nazýváme systém, který je prostorově ohraničený a je schopen 
vytvářet, přenášet nebo přeměňovat analogový signál. Tento obvod je tvořen vzájemně 
propojenými obvodovými prvky, reprezentovanými ve zjednodušujícím schématu pomocí 
grafických symbolů, neboli schématických značek.  
Ve většině případů, kdy zpracováváme malé signály v okolí pracovního bodu, lze 
považovat tyto obvodové prvky za konstantní, tudíž celý obvod můžeme pokládat za lineární. 
Ve skutečnosti však převážná část reálných elektronických obvodů je nelineární.  
Lineární obvody vykazují následující vlastnosti, jejich přechodný děj je vždy tlumený, 
trvá omezenou dobu, je dán počátečními podmínkami, vlastnostmi obvodu a buzením. 
Počáteční podmínky rovněž vymezují vlastnosti ustáleného stavu obvodu, a pokud se jedná o 
spektrum signálu, pak toto je na výstupu shodné jako na vstupu. Základním prostředkem pro 
analýzu elektronických obvodu je jeden z nejzásadnějších princů, a to princip superpozice.  
Naopak pro nelineární obvody princip superpozice neplatí, vykazují dále několik 
ustálených stavů, paměť a hysterezi. Co se týče spektra zpracovávaného signálu, pak zde 
dochází k přesunům energie a tudíž i ke změně spektra, které jsou pak základním prostředkem 
pro usměrňování, směšování a jiné specifické operace.  
 
4.2 Základní obvodové funkce  
 
Základním typem elektrického obvodu, který zpracovává určitý signál je dvojbran, jež je 
dvěma branami – dvěma páry svorek (vstupními a výstupními) – spojen s vnějším obvodem.  
Za dvojbran považujeme přenosové články, zesilovače, pasivní i aktivní filtry, atd.  
Tyto dvojbrany pro většinu základních popisných funkcí považujeme za linearizované. 
Pro popis obvodových funkcí používáme přenosové funkce:  
Přenos napětí při výstupu naprázdno [5] 
  
0 outI
inp
out
U
U
U
K
.
        (4.1) 
 
Přenos proudu při výstupu nakrátko[5] 
 
 0


outU
inp
out
I
I
I
K
.
        (4.2) 
 
Mezi šest nejpoužívanějších funkcí se řadí ještě čtyři imitanční funkce, první dvě 
nazýváme branové, jsou to vstupní impedance naprázdno [5] 
 
0 outI
inp
inp
inp
I
U
Z         (4.3) 
 
a výstupní impedance nakrátko[5] 
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0 outU
out
out
out
I
U
Z         (4.4) 
 
a dvě přenosové imitance, jimiž jsou přenosová impedance při výstupu naprázdno [5] 
  
0 outI
inp
out
T
I
U
Z         (4.5) 
 
a přenosová admitance při výstupu nakrátko je k ní stanovena duálně [5] 
 
0 outU
inp
out
T
U
I
Y
.
        (4.6) 
 
4.3 Kmitočtové charakteristiky  
 
Výše zmíněné obvodové funkce je možné znázornit i jako poměr dvou polynomů, neboli 
pomocí racionální lomené funkce, kdy v čitateli (N) i jmenovateli (S) se vyskytuje funkce 
kmitočtově závislé proměnné s a odpovídajících obvodových parametrů x [5] 
 





n
k
k
k
m
j
j
j
sxb
sxa
xsD
xsN
sX
sY
xsF
0
0
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)(
)(
),(
.
     (4.7) 
 
Obvodová funkce F(s) je generalizovanou funkcí zobrazující daný obvod v kmitočtové 
oblasti F(jω).  První část vzorce (4.7) je vztahem definovaným pomocí výše rozebrané 
Laplaceovy transformace neboli jedná se o odezvu Y(s) na buzení obvodu X(s).  
Čili pokud je nám znám obraz buzení X(s) a obraz obvodové funkce F(s), pak nám již nic 
nebrání při výpočtu obrazu odezvy obvodu [5] 
 
)()()( sFsXsY  ,        (4.8) 
 
jež pak pomocí zpětné Laplaceovy transformace vyjádříme v časové oblasti jako y(t) [5] 
 
  )()( 1 sYLTty 
        (4.9) 
 
Použití Laplaceovy transformace je již podrobněji rozebráno v kapitole 3.16. 
Obvodové funkce však nemusíme ani složitě „ručně“ vyjadřovat, neboť pomocí různých 
simulačních programů, jako např. SNAP, analýzu těchto rovnic získáme během několika 
sekund. Což je mimo jiné ukázáno i při simulaci možných zapojení RC článků v následující 
kapitole. 
Obvodovou funkci jako funkci komplexní [5] 
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lze dále dělit na čtyři různé kmitočtové charakteristiky, a to na imaginární a reálnou, jež 
dále nebudeme rozebírat, a na modulovou F(ω) [5] 
 
        22 ImRe)(  FFFF        (4.11) 
 
a argumentovou charakteristiku φ(ω) [5] 
 
 
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)(  ,        (4.12) 
 
které je možné rovněž simulovat pomocí různých obvodových simulátorů.  
Jak již bylo předestřeno obvodová funkce F(s) je racionální lomenou funkcí, kterou lze 
rozložit na kořenové činitele, čímž vyjádříme i to, že daná funkce je vlastně složena z dílčích 
jednodušších podobvodů [5] 
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Nulové body jsou představovány kořeny činitele - zj. Póly jsou pak znázorňovány kořeny 
jmenovatele pk. Znalost počtu a rozložení (hodnoty) nulových bodů a pólů je pro nás 
podstatnou zejména s ohledem na skutečnost, že nám dávají ucelený obraz o vlastnostech 
obvodu a jeho chování. Rychlost změny polohy nulových bodů a pólů vypovídá o citlivosti 
obvodu na změnu jeho parametrů.  
Poloha nulových bodů a pólů je rovněž podkladem pro sestrojení aproximací průběhu 
kmitočtových charakteristik.  
 
4.4 Odezva obvodu na jednotkový skok a dirakův impuls 
 
4.4.1 Impulzová charakteristika  
 
Odezva na dirakův impuls (impulsní odezva) je běžně nazývána impulzová 
charakteristika.  
Dirakův impuls lze znázornit jako [5]  
 
 ( )  2
     
     
;  ( )   .      (4.14) 
 
Odezvu na tento impuls pak vyjádříme jako [5] 
 
   )()()()( 11 sFLTsFsXLTtY  
.
     (4.15) 
 
4.4.2 Přechodová charakteristika 
 
Odezva na jednotkový skok je všeobecně známa jako přechodová charakteristika. 
Jednotkovým skokem rozumíme [5]:  
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 ( )  2
     
     
;   ( )  
 
 
 .      (4.16) 
 
Odezvu na tento skok pak vyjádříme jako [5] 
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4.5 Syntéza elektronických obvodů 
 
Dosud jsme se zabývali pouze analýzou elektronických obvodů tj. cestou, jak od 
konkrétního obvodu dospět přes obvodový a matematický model až k vlastnostem daného 
obvodu. Což je cesta vždy jednoznačná, neboť v případě opakované analýzy téhož obvodu 
bychom měli dospět k týmž vlastnostem.  
Pokud se jedná o syntézu elektronických obvodů, pak tato již tak jednoznačná není, neboť 
při syntéze známe buď požadované vlastnosti obvodu, obvodové funkce, parametry obvodu či 
nějaké toleranční pole a hledáme nejvhodnější řešení, jak těmto požadavkům vyhovět, a to ať 
již hledáme obecný obvod, či dokonce konkrétní parametry součástek.  
Prostředky, kterými je možné této syntézy dosáhnout, jsou optimalizace, aproximace či 
idealizace.  
Známe-li obvodovou funkci, pak, jak již bylo řečeno v kapitole 4.3, lze tuto funkci 
rozložit na kořenové činitele. Ze znalosti pólů a nul, které můžeme zobrazit v komplexní 
rovině, lze již usoudit mnohé o vlastnostech obvodu a jeho chování. Je možné je rovněž 
použít pro sestrojení aproximací průběhu kmitočtových charakteristik.  
 
4.5.1 Syntéza obvodů RLC 
 
Bruneova funkce = pozitivně reálná funkce je imitanční funkce jakéhokoliv dvojpólu RLC 
určená základními atributy: 
- pozitivně reálná funkce F(s) je reálná pro reálné hodnoty s  
- pozitivně reálná funkce F(s) je nezáporná pro nezáporné reálné části proměnné s  
     0)(Im0Im  sFs   
a     0)(Re0Re  sFs     
Důležitá vlastnost pro syntézu pasivních dvojpólů je, že každá pozitivně reálná funkce 
může být uskutečněna jako imitanční funkce dvojpólu.  
Nuly a póly imitanční funkce mohou být obecně reálné nebo komplexně sdružené a 
mohou ležet kdekoli v komplexní rovině. Při migraci některého z parametrů pak nastává 
migrace pólů a nul, přičemž rychlost změny udává citlivost daného obvodu.  
Pro imitanční funkci obvodu RLC platí, že nuly a póly leží v pravé části roviny s. Ty jsou 
buď komplexně sdružené, nebo leží na reálné ose, počet nul a pólů se liší nejvýše o jedničku. 
 
4.5.2 Syntéza obvodů RC a RL 
 
Pro imitanční funkce obvodů RC a RL platí, že nulové body a póly leží v levé polorovině 
reálné osy a vzájemně se střídají. 
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4.5.3 Syntéza obvodů LC  
 
Pro imitanční funkce obvodů LC platí, že nulové body a póly leží všechny na imaginární 
ose a vzájemně se střídají. 
  
27 
 
5 Elektronické obvody s fraktální 
dynamikou 
 
 
Fraktální počet není žádným nováčkem na poli vědy, jedná se o otázku starou již několik 
staletí. Přesněji řečeno, první zmínka o fraktálním počtu padla v dopise L´Hospitala 
Liebnitzovi dne 30.září 1695.  
Fraktální počet dává nový rozměr popisu klasických přírodních jevů, dokáže vyjádřit 
mnohem reálněji běžné děje v přírodě. Dá se říci, že postupným vývojem vědy se tento počet 
může stát jazykem jednadvacátého století. Je oborem nadřazeným klasickému celočíselnému 
derivování a integrování, činí tyto disciplíny mnohem přesnější a realističtější, čímž se 
přibližuje skutečné povaze přírody. Svět je vlastně složen z předmětů převážně fraktálních, 
což je možné pozorovat nejen v aplikacích elektroniky, ale i v termodynamice, při 
chemických reakcích, v klasické mechanice, teorii řízení či v ekonomice. 
Fraktální počet je zobecněním celočíselného počtu. Každý z nás si dokáže představit, 
jakým způsobem je možné vyřešit xn, kdy n je celé číslo, ale jak postupovat v případě, že n 
celé číslo není.  
 
Než představíme ve fraktálním počtu často používaný pojem diferintegrál, nezbude nám 
než zmínit funkci gamma, někdy také nazývanou jako Eulerův integrál druhého druhu.  
Tato funkce je pro z > 0 spojitá a je definována [11] 
 
 ( )  ∫          
 
 
 .       (5.1) 
 
Pro přirozená n pak platí následující významné vztahy [11] 
  
  ( )  (   )  ,        (5.2) 
 
 (   )    ( )  ( )  ,       (5.3) 
 
z čehož lze zároveň usoudit, že funkce gamma je vlastně rozšířením faktoriálu i na jiná 
než přirozená čísla.  
 
Diferintegrál je ve fraktálním počtu často používaný výraz, který je spojením derivace a 
integrace vyjádřený jediným vztahem. Již byl zmíněn v rámci použití Laplaceovy 
transformace. Dále je nezbytné zmínit Riemann-Liouvillovy definice pro fraktální integrál a 
fraktální derivaci.  
Pro fraktální integrál platí [7] 
 
     ( )  
 
 ( )
 ∫ (   )    ( )  
 
 
,      (5.4) 
 
přičemž q je parametr, který se pohybuje v rozsahu od nuly do jedné. Fraktální integrál je 
funkcí tohoto parametru q. 
Pro fraktální derivaci s necelými hodnotami parametru q pak dostaneme výraz [7] 
  
    ( )  
 
 (   )
 
  
 ∫ (   )   ( )  
 
 
.      (5.5) 
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Existuje několik metod, jak tyto rovnice řešit, počínaje numerickým řešení pomocí 
počítačových programů, Mellinovy transformace a nebo Babenkovy symbolické metody. 
Nejjednodušší a nejefektivnější je však již dříve rozebraná Laplaceova transformace. Pokud 
tuto aplikujeme na vztahy (5.4) a (5.5), jak bylo zmíněno v kapitole 3.9.1, budou výsledné 
rovnice pro praktické aplikace mnohem snadněji použitelné, když pro prvně zmíněnou 
fraktální integraci získáme jednoduchý vztah [7] 
 
 L  *    ( )+      ( )       (5.6) 
 
a pro fraktální derivaci pak [7] 
 
  L  *   ( )+     ( ).       (5.7) 
 
Již dříve bylo prokázáno v [7], že pro realizaci fraktálních kapacitorů přichází v úvahu 
maximálně pět RC článků. Proto lze provést simulaci programem SNAP, kterým lze 
vygenerovat symbolické vyjádření vstupní impedance pro jeden až pět kaskádně spojených 
RC článků.  
 
Pro RC článek 1. řádu 
 
  ( )  
  
   (    )
 .        (5.8) 
 
Pro RC článek 2. řádu 
  
  ( )  
           (     )
   (         )           
 .      (5.9) 
 
Pro RC článek 3. řádu  
 
  ( )  
          ,    (     )     (     )     (     )-  
       (              )
   (              )   (                          )               
 . 
          (5.10) 
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Pro RC článek 4. řádu 
 
  ( )    
             ,    (     )     (     )     (     )     (     )     (     )     (     )-
   (                   )  
 (                                                     )  
 ,                                                   - 
  
 
                   
  
  
  ,      (              )       (              )       (              )       (              )-
   (                   )  
 (                                                     )  
 ,                                                   - 
 
  
                   
   
 
           (                           )
   (                   )  
 (                                                     )  
 ,                                                   - 
 
 
                   
 .             (5.11) 
 
Pro RC článek 5. řádu 
 
  ( )  
                ,    (     )     (     )     (     )     (     )     (     )     (     )     (     )     (     )     (     )     (     )-
   (                        )   (                                                                                         ) 
  
  
   ,                                                                                                                                 - 
  
 
 
   ,                                                                                    -                       
  
 
30 
 
  
  ,      (              )       (              )       (              )       (              )       (              )       (              ) 
   (                        )   (                                                                                         ) 
 
 
       (              )       (              )       (              )       (              )-
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   ,                                                                                    -                       
  
 
  
   ,        (                           )         (                           )         (                           ) 
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         (                           )         (                           )-  
           (                                            )
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   ,                                                                                    -                       
 .     (5.12) 
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5.1 Realizace fraktálních obvodů 
 
Jak již bylo řečeno, o mnoha reálných systémech lze říci, že vykazují fraktální dynamiku, 
prokázána [6] byla například u potenciálně nekonečné řady ztrátového vedení složeného 
z pasivních R a C prvků. 
Vhodným nástrojem zejména pro realizaci a pozorování fraktální dynamiky jsou 
analogové elektronické obvody, jejichž obvodové funkce jsou jednoduše vyjádřitelné pomocí 
napětí a proudů. Existuje celá řada obvodových simulátorů, pomocí kterých můžeme obvody 
s fraktálními prvky modelovat a analyzovat, a to včetně zobrazení modulových a fázových 
kmitočtových charakteristik. Právě kmitočtové charakteristiky jsou i základem pro aproximaci 
fraktálních prvků. Nejlépe je z nich vidět znázornění onoho necelého řádu imitance, a to ať se 
již jedná o modulovou či fázovou charakteristiku. Podíváme-li se na jednotlivé prvky R, C a 
fraktální kapacitor D, máme zde následující vztahy a charakteristiky. 
Pro odpor popsaný za pomoci Laplaceovy traformace výrazem 
  
  ( )   
    a   ( )   
        (5.13) 
 
má modulová kmitočtová charakteristika impedance sklon 0 dB/dek a fázový posuv mezi 
napětím a proudem je φ = 0˚.  
Pro kondenzátor vyjádřený   
 
   ( )   
   a    ( )  
 
   
      (5.14) 
 
má modulová kmitočtová charakteristika impedance sklon -20 dB/dek a fázový posuv mezi 
napětím a proudem je φ = 90˚. 
Pro cívku vyjádřený   
 
  ( )   
 
   
  a   ( )    
       (5.15) 
 
má modulová kmitočtová charakteristika impedance sklon 20 dB/dek a fázový posuv mezi 
napětím a proudem je φ = -90˚. 
Fraktální kapacitor popsaným výrazem 
  
  ( )   
   a    ( )  
 
   
      (5.16) 
 
pro q  (        ) má kmitočtová charakteristika impedance sklon (-20∙q) dB/dek a fázový 
posuv mezi napětím a proudem je φ = (90∙q)˚. 
 
Průběhy těchto charakteristik jsou znázorněny na připojených obrázcích (5.1) a (5.2) 
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Obrázek 5.1 Modulová kmitočtová charakteristika pro odpor, kondenzátor a fraktální 
kapacitor při q=0,5 
 
 
Obrázek 5.2 Fázová kmitočtová charakteristika odporu, kondenzátoru a fraktálního kapacitoru 
pro q = 0,5 
 
Z uvedeného pak lze usoudit, že impedanci fraktálních kapacitorů je možné realizovat 
pomocí pasivních příčkových článků RC, které pak vyjádříme prostřednictvím klasických 
obvodových funkcí. Stejným postupem jen pomocí duální obdoby, pasivních příčkových 
článků RL, pak vyjádříme admitanci fraktálního kapacitoru.  
 
Vstupní impedanci, vyjádřenou jako racionální lomenou funkci, můžeme dále rozkládat 
na parciální zlomky pomocí klasických matematických postupů. Jak bylo dříve ukázáno v [7], 
dostaneme se na vstupu impedanci 
  
   Z (s) = ∑   ( )
 
    ∑
  
    
 
    ,      (5.17) 
 
kde n je počet pólů imitance a tedy i řád dvojpólu. Analogicky pro admitanci vyjádříme:  
 
Y (s) = ∑   ( )
 
    ∑
  
    
 
    ,      (5.18) 
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Náhradní obvody je pak možné znázornit následujícími obrázky (5.3) a (5.4) 
 
 
Obrázek 5.3 náhradní obvod impedance stanovené dle (5.17) 
 
Obrázek 5.4 náhradní obvod admitance stanovené dle (5.18) 
 
Při rozkladu racionální lomené funkce na kořenové činitele získáme také polohu nul a 
pólů, které, jak bylo řečeno v kapitole o syntéze RC článků, leží v levé polorovině reálné osy 
a vzájemně se střídají. Nutno rovněž dodat, že takováto syntéza je nejednoznačná a je tedy 
možné ihned získat několik pasivních dvojpólů se stejnou vstupní impedancí.  
 
5.2 Aproximace fraktálních kapacitorů 
 
Úkolem bylo sestavit takový obvod, který bude vykazovat fraktální dynamiku, jehož 
kmitočtová charakteristika se bude pohybovat v námi stanoveném tolerančním pásmu.    
Jedna ze základních otázek zněla, jaký program pro aproximaci dynamiky fraktálního 
kapacitoru použít. Z možností výběru z programů Mathcad, Mathlab, Pspice a Snap se jevila 
nejvýhodněji kombinace programů Pspice, který již obsahuje součástku Laplace, pomocí níž 
lze fraktální kapacitory simulovat. Pspice navíc umožňuje jednoduché provedení optimalizace 
předem sestaveného obvodu se základními hodnotami prvků tak, aby se co nejtěsněji blížily 
hodnotám skutečného fraktálního kapacitoru. Pomocí programu SNAP bylo možné z obvodu 
sestaveného a optimalizovaného Pspicem získat polohy nul a pólů a vyjádření vstupní 
impedance. 
Výpočet pomocí programu Mathcad se jevil značně obtížným, což je možné usoudit i ze 
skutečnosti, že by bylo zapotřebí aplikovat shora vygenerované symbolické vyjádření vstupní 
impedance pro jeden až pět kaskádně spojených RC článků (5.8) až (5.12).  
Obvod zobrazený na obrázku 5.5 vykazující fraktální dynamiku obsahoval prvek 
Laplace. Tento znázorňuje vstupní impedanci fraktálního kapacitoru a obsahuje vzorec ZD = 
 
   
. Vzhledem k možnosti vložení globálního parametru pro hodnotu q  (        ) bylo 
ihned při simulaci možné pozorovat změny v průběhu kmitočtových charakteristik, jak již 
popsáno shora.  
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Obrázek 5.5 obvod pro simulaci fraktálního kapacitoru 
 
Dále bylo nutné sestavit náhradní obvod složený z RC článků, jehož hodnoty následně 
byly prostřednictvím optimalizéru upravovány tak, aby se kmitočtové charakteristiky co 
nejvíce přibližovaly průběhu vytvořenému článkem Laplace.  
 
 
Obrázek 5.6 náhradní obvody pro optimalizaci součástek obvodu RC a RL 
 
Veškeré zlomy kmitočtové charakteristiky se musely vejít do zadaného tolerančního 
tunelu. Tyto zlomy jsou způsobeny póly a nulami. Každý jednoduchý pól láme modulovou 
kmitočtovou charakteristiku o -20 dB/dek, fázi posouvá o -90˚ a pokud se objeví nula, pak 
tato modulovou kmitočtovou charakteristiku kompenzuje, když i fázi posune zpět o +90˚.  
Pokud průběh nevykazuje přesně tolik zlomů, kolik bychom od něj čekali, například pro 
3 RC články dva zlomy, pak je možné, že jsou buď póly dvojnásobné, přičemž kmitočtová 
charakteristika se pak láme se sklonem -40 dB/dek nebo se póly či nuly nachází mimo 
rozmítané pásmo.  
Základem byla kaskáda tří RC článků, pokud však charakteristika překračovala toleranční 
pásmo, bylo nutné buď toleranční pásmo rozšířit, nebo přidat další RC článek, jak tomu bylo 
například u simulace pro q = -0,4.  
Optimalizér při správném průběhu rovněž vygeneroval konkrétní hodnoty pro prvky R a 
C, které pak při zadání do náhradního schématu, bylo možné dál optimalizovat, čímž byly 
získávány přesnější a přesnější hodnoty.  
Nejprve byla využita funkce Y at X, která dopočítává konkrétní hodnoty na ose Y pro 
libovolné zadané hodnoty na ose X. Optimalizace byla prováděna v modulové kmitočtové 
charakteristice pro hodnoty frekvence 1 Hz, 10 Hz a 100 Hz a toleranční pásmo bylo zvoleno 
v okolí charakteristiky vygenerované pro originální fraktální kapacitor. Zvolené toleranční 
pásmo však muselo být dosti široké, proto bylo nezbytné upřesnění prostřednictvím 
doplňkové optimalizace, kdy byl použit rozdíl hodnot Y at X pro simulovaný a originální 
obvod uzavřený do absolutní hodnoty, čímž se i toleranční pásmo podařilo efektivně zúžit. 
Zeleně jsou vyjádřeny modulové charakteristiky optimalizovaného obvodu a červeně 
hodnoty originálního prvku. 
Nejlepší hodnoty prvků vybrané programem po provedených optimalizacích následně 
sloužili v programu SNAP, který vygeneroval hodnoty pólů, nul i výsledný vzorec pro 
vstupní impedanci.  
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Póly a nuly však program SNAP vyjádří v rad/s, proto nezbylo než provést ještě převod 
na hodnoty v Hz.  
Následující kapitola shrnuje veškeré provedené konečné optimalizace nejprve pro 
impedance fraktálních dvojpólů (obrázky 5.7, 5.11, 5.15, 5.19, 5.23, 5.27, 5.31, 5.35 a 5.39), 
znázorňuje optimalizované modulové kmitočtové charakteristiky v porovnání charakteristikou 
originální (obrázky 5.8, 5.12, 5.16, 5.20, 5.24, 5.28, 5.32, 5.36 a 5.40), zobrazuje náhradní 
obvod po optimalizaci součástek kaskády RC článků (obrázky 5.9, 5.13, 5.17, 5.21, 5.25, 
5.29, 5.33, 5.37 a 5.41), uvádí výsledný vzorec pro vstupní impedanci těchto vygenerovaných 
obvodů (vzorce 5.17 až 5.25), vystihuje polohy nul a pólů vstupní impedance (obrázky 5.10, 
5.14, 5.19, 5.22, 5.26, 5.30, 5.34, 5.38 a 5.42) a na závěr jsou uvedeny hodnoty nul a pólů 
vypočtené programem SNAP v rad/s a přepočtené na hodnotu v Hz.  
Tytéž údaje shromažďuje následující část pro admitance fraktálních dvojpólů, postupně 
tedy provedené optimalizace (obrázky 5.43, 5.47, 5.51, 5.55, 5.59, 5.63, 5.67, 5.71 a 5.75), 
znázorňuje optimalizované modulové kmitočtové charakteristiky v porovnání charakteristikou 
originální (obrázky 5.44, 5.48, 5.52, 5.56, 5.60, 5.64, 5.68, 5.72 a 5.76), zobrazuje náhradní 
obvod po optimalizaci součástek kaskády RC článků (obrázky 5.45, 5.49, 5.53, 5.57, 5.61, 
5.65, 5.69, 5.73 a 5.77), uvádí výsledný vzorec pro vstupní impedanci těchto vygenerovaných 
obvodů (vzorce 5.26 až 5.34), vystihuje polohy nul (v grafu značeno kolečkem o) a pólů 
(značeno x) vstupní impedance (obrázky 5.46, 5.50, 5.54, 5.58, 5.62, 5.66, 5.70, 5.74 a 5.78) a 
na konečně jsou uvedeny hodnoty nul a pólů vypočtené programem SNAP v rad/s a 
přepočtené na hodnotu v Hz. 
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5.3 Fraktální impedance - modulové kmitočtové charakteristiky, rozložení 
nul a pólů a vstupní impedance pro příslušné hodnoty q  (        ) 
 
5.3.1 Optimalizace pro q = 0,1 
 
 
Obrázek 5.7 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = 0,1 
 
 
Obrázek 5.8 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka  
 
Obrázek 5.9 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = 0,1 
 
 
 
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
-  V ( a ) /  I ( V a ) -  V ( b ) /  I ( V b )
1 0 0 m
3 0 0 m
1 . 0
3 . 0
1 0
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Vstupní impedance: 
 
   ( )  
                                
                                         
    (5.17) 
 
Obrázek 5.10 Znázornění pólů a nul impedance s0,1  
 
Nuly: 
ωn1 =  -5,243899124 rad/s → fn1 = -0,83459247 Hz 
ωn2 = -7663,899725 rad/s → fn2 = -1219,74752 Hz 
 
Póly: 
ωp1 = -1,642368729 rad/s → fp1 = -0,2613911 Hz 
ωp2 = -818,4226012 rad/s → fp2 = -130,256003 Hz 
ωp3 = -22288678,29 rad/s → fp3 = -3547353,33 Hz 
 
5.3.2 Optimalizace pro q = 0,2 
 
 
Obrázek 5.11 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = 0,2 
 
-23M -20M -15M -10M -5M 0
-1p
0
1p
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Obrázek 5.12 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka 
 
Obrázek 5.13 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = 0,2 
 
Vstupní impedance: 
 
   ( )  
                                
                                        
    (5.18) 
 
 
Obrázek 5.14 Znázornění pólů a nul impedance s0,2  
 
Nuly: 
ωn1 =  -244,1174205 rad/s → fn1 = -38,8524942 Hz 
ωn2 =  -18,46428209 rad/s → fn2 = -2,93868177 Hz 
 
 
Póly: 
ωp1 = -243,725107 rad/s → fp1 = -38,7900555 Hz 
ωp2 = -536,2381287 rad/s → fp2 = -85,3449489 Hz 
ωp3 = -10,30870894 rad/s → fp3 = -1,64068198 Hz 
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
-  V ( a ) /  I ( V a ) -  V ( b ) /  I ( V b )
1 0 m
1 0 0 m
1 . 0
1 0
-540 -500 -400 -300 -200 -100 0
-1p
0
1p
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5.3.3 Optimalizace pro q = 0,3 
 
 
Obrázek 5.15 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = 0,3 
 
  
Obrázek 5.16 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka 
 
Obrázek 5.17 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = 0,3 
 
 
 
 
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
-  V ( a ) /  I ( V a ) -  V ( b ) /  I ( V b )
1 0 m
1 0 0 m
1 . 0
1 0
40 
 
 
Vstupní impedance:   
 
  ( )  
                          
                                 
     (5.19) 
 
 
Obrázek 5.18 Znázornění pólů a nul impedance s0,3  
 
Nuly: 
ωn1 =  -0,466470449 rad/s → fn1 = -0,07424108 Hz 
ωn2 = -13,29527118 rad/s → fn2 = -2,11600813 Hz 
 
Póly: 
ωp1 = -0,219880766 rad/s → fp1 = -0,03499511 Hz 
ωp2 = -3,857512912 rad/s → fp2 = -0,61394225 Hz 
ωp3 = -370,9899737 rad/s → fp3 = -59,0448882 Hz 
 
5.3.4 Optimalizace pro q = 0,4 
 
 
Obrázek 5.19 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = 0,4 
 
-380 -300 -200 -100 0
-1p
0
1p
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Obrázek 5.20 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka 
 
Obrázek 5.21 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = 0,4 
 
Vstupní impedance:  
 
  ( )  
                           
                                
      (5.20) 
 
 
Obrázek 5.22 Znázornění pólů a nul impedance s0,4  
 
Nuly: 
ωn1 =  -0,258826532 rad/s → fn1 = -0,04119352Hz 
ωn2 =  -15,24957713 rad/s → fn2 = -2,42704558Hz 
 
Póly: 
ωp1 =  -0,100160684 rad/s → fp1 = -0,01594107 Hz 
ωp2 =  -1,998329152 rad/s → fp2 = -0,31804396 Hz 
ωp3 =  -280,4696652 rad/s → fp3 = -44,6381336 Hz 
 
  
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
-  V ( a ) /  I ( V a ) -  V ( b ) /  I ( V b )
1 . 0 m
1 0 m
1 0 0 m
1 . 0
1 0
-290 -250 -200 -150 -100 -50 0
-1p
0
1p
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5.3.5 Optimalizace pro q = 0,5 
 
 
Obrázek 5.23 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = 0,5 
 
 
Obrázek 5.24 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka 
 
 
Obrázek 5.25 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = 0,5 
 
Vstupní impedance: 
 
   ( )  
                               
                                    
     (5.21) 
 
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
-  V ( a ) /  I ( V a ) -  V ( b ) /  I ( V b )
1 . 0 m
1 0 m
1 0 0 m
1 . 0
1 0
1 0 0
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Obrázek 5.26 Znázornění pólů a nul impedance s0,5 
 
Nuly: 
ωn1 =  -3.04069218392339 rad/s → fn1 = -0,483941191 Hz 
ωn2 =  -23.0720588566131 rad/s → fn2 = -3,672032214 Hz 
 
Póly: 
ωp1 =  -2.30393078971854 rad/s → fp1 = -0,366681974 Hz 
ωp2 =  -251.550650493514 rad/s → fp2 = -40,03552946 Hz 
ωp3 =  -4.72897388342176 rad/s → fp3 = -0,752639569 Hz 
 
5.3.6 Optimalizace pro q = 0,6 
 
 
Obrázek 5.27 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = 0,6 
 
-260 -250 -200 -150 -100 -50 0
-1p
0
1p
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Obrázek 5.28 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka 
 
 
Obrázek 5.29 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = 0,6 
 
Vstupní impedance: 
 
  ( )  
                              
                                  
      (5.22) 
 
Obrázek 5.30 Znázornění pólů a nul impedance s0,6  
 
Nuly: 
ωn1 =  -2,149912744 rad/s → fn1 = -0,34216924 Hz 
ωn2 =  -40,48431012 rad/s → fn2 = -6,44327807 Hz 
 
Póly: 
ωp1 =  -1,010210459 rad/s → fp1 = -0,16077999 Hz 
ωp2 =  -4,685251047 rad/s → fp2 = -0,74568086 Hz 
ωp3 =  -191,4239354 rad/s → fp3 = -30,4660655 Hz 
 
 
 
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
-  V ( a ) /  I ( V a ) -   V ( b ) /  I ( V b )
1 . 0 m
1 0 m
1 0 0 m
1 . 0
1 0
1 0 0
-200 -150 -100 -50 0
-1p
0
1p
45 
 
 
5.3.7 Optimalizace pro q = 0,7 
 
 
Obrázek 5.31 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = 0,7 
 
  
Obrázek 5.32 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka 
 
Obrázek 5.33 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = 0,7 
 
Vstupní impedance:  
  ( )  
                            
                                 
      (5.23) 
 
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
-  V ( a ) /  I ( V a ) -  V ( b ) /  I ( V b )
1 . 0 m
1 0 m
1 0 0 m
1 . 0
1 0
1 0 0
46 
 
 
  
Obrázek 5.34 Znázornění pólů a nul impedance s0,7  
 
Nuly: 
ωn1 =  -1,165282511 rad/s → fn1 = -0,18546047 Hz 
ωn2 =  -31,60237198 rad/s → fn2 = -5,02967371 Hz 
 
Póly: 
ωp1 =  -1,392327334 rad/s → fp1 =  -0,22159578 Hz 
ωp2 =  -0,924352192 rad/s → fp2 = -0,14711522 Hz 
ωp3 =  -157,6160454 rad/s → fp3 =  -25,0853727 Hz 
 
5.3.8 Optimalizace pro q = 0,8 
 
 
Obrázek 5.35 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = 0,8 
 
-160 -150 -100 -50 0
-1p
0
1p
47 
 
 
  
Obrázek 5.36 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka 
 
 
Obrázek 5.37 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = 0,8 
 
Vstupní impedance:  
  
  ( )  
                                
                                     
     (5.24) 
 
 
Obrázek 5.38 Znázornění pólů a nul impedance s0,8  
 
Nuly: 
ωn1 =  -2319,317733 rad/s → fn1 = -369,130882 Hz 
ωn2 =  -42,01492151 rad/s → fn2 = -6,68688244 Hz 
 
Póly: 
ωp1 =  -2544,826277 rad/s → fp1 = -405,021681 Hz 
ωp2 =  -0,378902698rad/s → fp2 = -0,06030424 Hz 
ωp3 =  -126,5975872 rad/s → fp3 = -20,1486318 Hz 
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
-   V ( a ) /  I ( V a ) -  V ( b ) /  I ( V b )
1 0 0 u
1 0 m
1 . 0
1 0 0
-2.6k -2.5k -2k -1.5k -1k -500 0
-1p
0
1p
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5.3.9 Optimalizace pro q = 0,9 
 
 
Obrázek 5.39 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = 0,9 
 
  
Obrázek 5.40 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka 
 
Obrázek 5.41 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = 0,9 
 
Vstupní impedance: 
 
  ( )  
                                 
                                      
     (5.25) 
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
-  V ( a ) /  I ( V a ) -  V ( b ) /  I ( V b )
1 0 0 u
1 0 m
1 . 0
1 0 0
49 
 
 
  
Obrázek 5.42 Znázornění pólů a nul impedance s0,9  
 
Nuly: 
ωn1 =  -266,7342935 rad/s → fn1 = -42,4520813Hz 
ωn2 =  -6,167693309 rad/s → fn2 = -0,98161888Hz 
 
Póly: 
ωp1 =  -8,366050286 rad/s → fp1 =  -1,33149826 Hz 
ωp2 =  -604,9737357 rad/s → fp2 =  -96,2845605 Hz 
ωp3 =  -3,720752666 rad/s → fp3 = -0,59217618 Hz 
 
 
  
-620 -600 -500 -400 -300 -200 -100 0
-1p
0
1p
50 
 
 
5.4 Fraktální admitance - modulové kmitočtové charakteristiky, rozložení 
nul a pólů a vstupní impedance pro příslušné hodnoty   
(          ) 
 
5.4.1 Optimalizace pro q = - 0,1 
 
Obrázek 5.43 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = -0,1 
 
  
Obrázek 5.44 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka 
 
 
Obrázek 5.45 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = -0,1 
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
-  V ( a ) /  I ( V a ) -  V ( b ) /  I ( V b )
1 0 0 m
3 0 0 m
1 . 0
3 . 0
1 0
51 
 
 
 
 
Vstupní impedance: 
 
  ( )  
                                           
                            
     (5.26) 
 
  
Obrázek 5.46 Znázornění pólů a nul impedance s-0,1 
 
Nuly: 
ωn1 =  -118,9289696 rad/s → fn1 = -18,92813339 Hz 
ωn2 =  -8,456760463 rad/s → fn2 = -1,34593523 Hz 
ωn3 =  -2384,685914 rad/s → fn3 = -379,5345509 Hz 
 
Póly: 
ωp1 =  -195,197363 rad/s → fp1 =  -31,0666252 Hz 
ωp2 =  -11,76322071 rad/s → fp2 =  -1,872174723 Hz 
 
5.4.2 Optimalizace pro q = - 0,2 
 
 
Obrázek 5.47 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = -0,2 
 
-2.4k -2k -1.5k -1k -500 0
-1p
0
1p
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Obrázek 5.48 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka 
 
 
Obrázek 5.49 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = -0,2 
 
Vstupní impedance: 
 
  ( )  
                                          
                            
     (5.27) 
 
Obrázek 5.50 Znázornění pólů a nul impedance s-0,2 
 
Nuly: 
ωn1 =  -3,343145222 rad/s → fn1 = -0,532078088 Hz 
ωn2 =  -64,62002934 rad/s → fn2 = -10,28459709 Hz 
ωn3 =  -336171,6683 rad/s → fn3 = -53503,38273 Hz 
 
Póly: 
ωp1 =  -6,163975179 rad/s → fp1 =  -0,981027119 Hz 
ωp2 =  -130,9966582 rad/s → fp2 =  -20,84876568 Hz 
  
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
-  V ( a ) /  I ( V a ) -  V ( b ) /  I ( V b )
1 0 0 m
3 0 0 m
1 . 0
3 . 0
1 0
-340k -300k -200k -100k 0
-1p
0
1p
53 
 
 
5.4.3 Optimalizace pro q = - 0,3 
 
 
Obrázek 5.51 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = -0,3 
 
 
Obrázek 5.52 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka 
 
 
Obrázek 5.53 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = -0,3 
 
Vstupní impedance: 
 
  ( )  
                                         
                           
     (5.28) 
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
-  V ( a ) /  I ( V a ) -  V ( b ) /  I ( V b )
1 0 0 m
1 . 0
1 0
1 0 0
54 
 
 
 
  
Obrázek 5.54 Znázornění pólů a nul impedance s-0,3 
 
Nuly: 
ωn1 =  -39,44901869 rad/s → fn1 = -6,278506325 Hz 
ωn2 =  -2287,336698 rad/s → fn2 -364,0409421 Hz 
ωn3 =  -5,549132868 rad/s → fn3 = -0,883171926 Hz 
 
Póly: 
ωp1 =  -9,113070162 rad/s → fp1 =  -1,450390163 Hz 
ωp2 =  -150,341329 rad/s → fp2 =  -23,92756566 Hz 
 
5.4.4 Optimalizace pro q = - 0,4 
 
 
Obrázek 5.55 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = -0,4 
 
-2.3k -2k -1.5k -1k -500 0
-1p
0
1p
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Obrázek 5.56 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka 
 
 
Obrázek 5.57 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = -0,4 
 
Vstupní impedance: 
 
  ( )  
                                         
                           
     (5.29) 
 
  
Obrázek 5.58 Znázornění pólů a nul impedance s-0,4 
 
Nuly: 
ωn1 =  -35,13703568 rad/s → fn1 = -5,592232914 Hz 
ωn2 =  -6,478333661 rad/s → fn2 = -1,031058825 Hz 
ωn3 =  -556792,4382 rad/s → fn3 = -88616,26882 Hz 
 
Póly: 
ωp1 =  -173,9947085 rad/s → fp1 =  -27,69211793 Hz 
ωp2 =  -10,05860366 rad/s → fp2 =  -1,600876494 Hz 
  
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
-  V ( a ) /  I ( V a ) -  V ( b ) /  I ( V b )
1 0 0 m
1 . 0
1 0
1 0 0
-560k -500k -400k -300k -200k -100k 0
-1p
0
1p
56 
 
 
5.4.5 Optimalizace pro q = - 0,5 
 
 
Obrázek 5.59 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = -0,5 
 
 
Obrázek 5.60 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka 
 
 
Obrázek 5.61 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = -0,5 
 
Vstupní impedance:  
 
  ( )  
                                          
                            
     (5.30) 
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
-  V ( a ) /  I ( V a ) -  V ( b ) /  I ( V b )
1 0 m
1 0 0 m
1 . 0
1 0
1 0 0
57 
 
 
 
 
 
Obrázek 5.62 Znázornění pólů a nul impedance s-0,5 
 
Nuly: 
ωn1 =  -37,62209581 rad/s → fn1 = -5,987742518 Hz 
ωn2 =  -2,479023783 rad/s → fn2 = -0,394548889 Hz 
ωn3 =  -93523617559 rad/s → fn3 = -14884746030 Hz 
 
Póly: 
ωp1 =  -235,56428 rad/s → fp1 =  -37,49121958 Hz 
ωp2 =  -9,696061341 rad/s → fp2 =  -1,543176091 Hz 
 
5.4.6 Optimalizace pro q = - 0,6 
 
 
Obrázek 5.63 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = -0,6 
 
-95G -80G -60G -40G -20G 0
-1p
0
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Obrázek 5.64 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka 
 
 
Obrázek 5.65 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = -0,6 
 
Vstupní impedance: 
 
  ( )  
                                          
                           
     (5.31) 
 
 
Obrázek 5.66 Znázornění pólů a nul impedance s-0,6 
 
Nuly: 
ωn1 =  -16,44604381 rad/s → fn1 = -2,617469167 Hz 
ωn2 =  -3,90587E+11 rad/s → fn2 = -62163782396 Hz 
ωn3 =  -4,437906336 rad/s → fn3 = -0,70631473 Hz 
 
Póly: 
ωp1 =  -273,3101522 rad/s → fp1 =  -43,49866172 Hz 
ωp2 =  -5,719434609 rad/s → fp2 =  -0,91027629 Hz 
 
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
-  V ( a ) /  I ( V a ) -  V ( b ) /  I ( V b )
1 0 m
1 0 0 m
1 . 0
1 0
1 0 0
1 . 0 K
-400G -300G -200G -100G 0
-1p
0
1p
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5.4.7 Optimalizace pro q = - 0,7 
 
 
Obrázek 5.67 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = -0,7 
 
  
Obrázek 5.68 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka 
 
 
Obrázek 5.69 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = -0,7 
 
Vstupní impedance:  
 
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
-  V ( a ) /  I ( V a ) -  V ( b ) /  I ( V b )
1 0 m
1 0 0 m
1 . 0
1 0
1 0 0
1 . 0 K
60 
 
 
  ( )  
                                         
                           
     (5.32) 
 
  
Obrázek 5.70 Znázornění pólů a nul impedance s-0,7 
 
Nuly: 
ωn1 =  -5,706920023 rad/s → fn1 = -0,908284531 Hz 
ωn2 =  -12,26786672 rad/s → fn2 = -1,95249163 Hz 
ωn3 =  -47249022516 rad/s → fn3 = -7519915490 Hz 
 
Póly: 
ωp1 =  -6,797405786 rad/s → fp1 =  -1,081840731 Hz 
ωp2 =  -364,4938018 rad/s → fp2 =  -58,01099028 Hz 
 
5.4.8 Optimalizace pro q = - 0,8 
 
 
Obrázek 5.71 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = -0,8 
 
-48G -40G -30G -20G -10G 0
-1p
0
1p
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Obrázek 5.72 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka 
 
 
Obrázek 5.73 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = -0,8 
 
Vstupní impedance:  
 
  ( )  
                                         
                           
     (5.33) 
 
  
Obrázek 5.74 Znázornění pólů a nul impedance s-0,8 
 
Nuly: 
ωn1 =  -11,54331516 rad/s → fn1 = -1,837175667 Hz 
ωn2 =  -2,71258E+11 rad/s → fn2 = -43171980429 Hz 
ωn3 =  -0,084732718 rad/s → fn3 = -0,013485631 Hz 
 
Póly: 
ωp1 =  -5,273456466 rad/s → fp1 =  -0,839296664 Hz 
ωp2 =  -515,4336365 rad/s → fp2 =  -82,03381109 Hz 
  
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
-  V ( a ) /  I ( V a ) -  V ( b ) /  I ( V b )
1 0 m
1 . 0
1 0 0
1 0 K
-280G -250G -200G -150G -100G -50G 0
-1p
0
1p
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5.4.9 Optimalizace pro q = - 0,9 
 
 
Obrázek 5.75 Provedená konečná optimalizace náhradní obvod pro q = -0,9 
 
 
Obrázek 5.76 Modulové kmitočtové charakteristiky pro originální obvod – červená křivka - a 
optimalizovaný náhradní obvod – zelená křivka 
 
 
Obrázek 5.77 Náhradní obvod po optimalizaci součástek obvodu RC pro q = -0,9 
 
Vstupní impedance: 
 
           F r e q u e n c y
1 . 0 m H z 3 . 0 m H z 1 0 m H z 3 0 m H z 1 0 0 m H z 3 0 0 m H z 1 . 0 H z 3 . 0 H z 1 0 H z 3 0 H z 1 0 0 H z 3 0 0 H z 1 . 0 K H z
- V ( a ) /  I ( V a ) -  V ( b ) /  I ( V b )
1 0 m
1 . 0
1 0 0
1 0 K
63 
 
 
  ( )  
                                         
                        
     (5.34) 
 
 
Obrázek 5.78 Znázornění pólů a nul impedance s-0,9 
 
Nuly: 
ωn1 =  -2,83226E+11 rad/s → fn1 = -45076830017 Hz 
ωn2 =  -0,645064474 rad/s → fn2 = -0,1026652 Hz 
ωn3 =  -4,931763093 rad/s → fn3 = -0,784914474 Hz 
 
Póly: 
ωp1 =  -819,4381571 rad/s → fp1 =  -130,4176333 Hz 
ωp2 =  -0,715416839 rad/s → fp2 =  -0,113862126 Hz 
 
 
  
-290G -250G -200G -150G -100G -50G 0
-1p
0
1p
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5.5 Realizace náhradního obvodu fraktálního kapacitoru 
 
 
Jak je možné vysledovat z předchozích kapitol, nebylo by bez dalšího možné aplikovat 
hodnoty vypočtené v částech 5.3 a 5.4 na reálné obvody, když tyto z větší části vymykají 
hodnotám reálných pasivních prvků. Nezbývá tedy než uplatnit kmitočtové a impedanční 
odnormování, což výrazně usnadní návrh [18].  
 
Při impedančním normování se volí konstanta, neboli impedanční norma. Normovaná 
impedance má poté tvar  
 
 ( )  
 ( )
 
,  kde           (5.35) 
        
R0 je normující odpor (např. zatěžovací Rz). Uskutečněním impedančního normovaní získáme 
následující nové hodnoty pro odpor, kondenzátor a cívku  
 
    
 
  
,      ,   
 
  
.      (5.36)  
 
 Při kmitočtovém normování se volí ω0 normující (např. mezní) kmitočet. Definiční 
vztahy při normování použité jsou 
 
  
 
  
  ↔               (5.37)  
 
a 
 
 Ω=ω/ω0.          (5.38)  
 
Normovaná impedance má poté tvar  
  
  ( )   .
 
ω 
/        (5.39)  
 
a nové hodnoty po kmitočtovém normování budou pak pro odpor, kondenzátor a cívku  
 
    ,       ,   ω  .     (5.40)  
 
Spojením obou typů získáme současné kmitočtové a impedanční normování a nové 
hodnoty lze definovat následovně pro odpor, kondenzátor a cívku 
 
    
 
  
,        ,   
   
  
 .     (5.41)  
           
Kmitočtové odnormování bylo provedeno za užití kmitočtové normy ω0=1000 rad/s, 
neboli po přepočtu f0= ω0/(2∙π)= 159,1549 Hz a dále bylo provedeno odnormování i pomocí 
impedanční normy R0=1000 Ω. Hodnoty nově získaných prvků jsou uvedeny v tabulce:  
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q r R=r∙R0 Ω  c C=c/(ω0∙R0) , - 
 0,1  
 0,589 589 Ω  2,10∙10
-3
 2,10∙10-9 F= 2,1nF 
 1,455 1455 Ω 0,4185 4,19∙10
-7
 F= 419nF 
 0,0707 70,7 Ω 0,6346 6,35∙10
-7
 F= 635nF 
0,2  
 0,3469 346,9 Ω  0,2796 2,80∙10
-7
 F= 280nF 
 0,4222 422,2 Ω 4,40∙10
-3
 4,40∙10-9 F= 4,4nF 
 1,20∙10-3 1,2 Ω 3,355 3,36∙10
-6
 F= 3,36μF 
0,3  
 1,168 1168 Ω  3,894 3,89∙10
-6
 F= 3,89μF 
 0,667 667 Ω 0,3885 3,89∙10
-7
 F= 389nF 
 0,282 282 Ω 9,60∙10
-3
 9,60∙10-9 F= 9,6nF 
0,4  
 1,179 1179 Ω  0,424 4,24∙10
-7
 F= 424nF 
 2,436 2436 Ω 4,1 4,10∙10
-6
 F= 4,1μF 
 0,183 183 Ω 0,0194 1,94∙10
-8
 F= 19,4nF 
0,5  
 0,355 355 Ω  1,221 1,22∙10
-6
 F= 1,22μF 
 0,118 118 Ω 0,0335 3,35∙10
-8
 F= 33,5nF 
 0,354 354 Ω 0,597 5,97∙10
-7
 F= 597nF 
0,6  
 0,0409 40,9 Ω  0,127 1,27∙10
-7
 F= 127nF 
 0,275 275 Ω 0,775 7,75∙10
-7
 F= 775nF 
 0,62 620 Ω 1,595 1,60∙10
-6
 F= 1,6μF 
0,7  
 0,0446 44,6 Ω  0,142 1,42∙10
-7
 F= 142nF 
 0,588 588 Ω 1,22 1,22∙10
-6
 F= 1,22μF 
 0,952 952 Ω 1,136 1,14∙10
-6
 F= 1,14μF 
0,8  
 0,0229 22,9 Ω  0,3449 3,45∙10
-7
 F= 345nF 
 1,71∙10-4 0,171 Ω 2,29∙10
-3
 2,29∙10-9 F= 2,29nF 
 3,786 3786 Ω 0,697 6,97∙10
-7
 F= 697nF 
0,9  
 0,0927 92,7 Ω  1,289 1,29∙10
-6
 F= 1,29μF 
 3,50∙10-3 3,5 Ω 0,468 4,68∙10
-7
 F= 468nF 
 0,234 234 Ω 1,147 1,15∙10
-6
 F= 1,15μF 
Tabulka 5.1 Hodnoty pro náhradní obvod fraktální impedance před a po provedeném 
impedančním a kmitočtovém odnormování 
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q r R=r∙R0 Ω  l L=R0∙l/ω0 [H] 
 0,1 
  3,179 3179 Ω  0,0267 0,0267 H= 26,7mH 
 3,138 3138 Ω 0,371 0,371 H= 371mH 
 2,157 2157 Ω 9,04∙10-4 0,000904 H= 904μH 
0,2 
  2,124 2124 Ω  0,635 0,635 H= 635mH 
 3,809 3809 Ω 0,058 0,058 H= 58mH 
 3,74 3735 Ω 1,10∙10-5 0,000011 H= 11μH 
0,3 
  3,428 3428 Ω  0,086 0,086 H= 86mH 
 9,244 9244 Ω 0,004 0,004 H= 4mH 
 3,191 3191 Ω 0,575 0,575 H= 575mH 
0,4 
  3,957 3957 Ω  0,113 0,113 H= 113mH 
 4,237 4237 Ω 0,654 0,654 H= 654mH 
 13,7 13700 Ω 2,45∙10-5 0,0000245 H= 24,5μH 
0,5 
  6,397 6397 Ω  0,107 0,107 H= 107mH 
 1,385 1385 Ω 0,558 0,558 H= 558mH 
 26,7 26700 Ω 2,85∙10-10 2,85∙10-10 H= 285pH 
0,6 
  3,733 3733 Ω  0,227 0,227 H= 227mH 
 8,055 8055 Ω 1,815 1,815 H= 1,815H 
 52,08 52080 Ω 1,33∙10-10 1,33∙10-10 H= 133pH 
0,7 
  10,061 10061 Ω  1,763 1,763 H= 1,763H 
 4,39 4390 Ω 0,357 0,357 H= 357mH 
 105,1 105100 Ω 2,20∙10-9 2,2∙10-9 H= 2,2nH 
0,8 
  9,379 9379 Ω  0,812 0,812 H= 812mH 
 224 224000 Ω 8,25∙10-10 8,25E-10 H= 825pH 
 0,081 81 Ω 0,96 0,96 H= 960mH 
0,9 
  542,2 542200 Ω  1,90∙10-9 1,9∙10-9 H= 1,9nH 
 26 26000 Ω 40,35 40,35 H= 40,35H 
 3,34 3340 Ω 0,677 0,677 H= 677mH 
Tabulka 5.2 Hodnoty pro náhradní obvod fraktální admitance před a po provedeném 
impedančním a kmitočtovém odnormování 
 
 Jak je všeobecně známo, vznikají při realizaci RLC filtrů velké problémy s kvalitou, 
rozměry, cenou a technologickou náročností výroby cívek, proto se tyto nahrazují filtry 
aktivními filtry RC, tedy filtry ARC.  
 Snaha realizovat fraktální kapacitory pomocí prescotova ztrátového induktoru, 
ztrátového induktoru s vyšším činitelem jakosti či antoniova imitančního konvertoru, bohužel 
uvázla na mrtvém bodě již v průběhu simulací programem PSpice, když výsledné 
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charakteristiky nevykazovaly předpokládaný průběh. Nezbylo tedy než se vydat cestou přímé 
realizace.  
Pro demonstraci funkce fraktálního kapacitoru byl sestaven obvod, jehož schéma je 
zobrazeno na obr. 5.79, a to s  ohledem na jeho parametry, když pro proud tekoucí fraktálním 
kapacitorem (označen D), a proud tekoucí rezistorem R1 platí 
 
IX=IZ          (5.42) 
 
a výstupní napětí, které změříme voltmetrem (v případě této práce na osciloskopu), pak 
odpovídá hodnotě napětí na rezistoru R1.  
 
Obrázek 5.79 Náhradní obvod pro demonstraci funkce fraktálního kapacitoru 
 
Při vlastní realizaci bylo použito: 
- nepájivé propojovací pole,  
- operační zesilovač AD844,  
- osciloskop Hewlett Packard HP 54603B,  
- generátor Agilent 33220A,  
- regulovatelný zdroj Diametral model P230R51D,  
- zatěžovací rezistor hodnoty 1kΩ, 
 
Provedeno bylo měření pro hodnoty prvků fraktálního kapacitoru při q= -0,6, do obvodu 
byla při realizaci tedy namísto prvku „D“ vložena kaskáda RC článků. 
 
 
 
 
↔ 
 
 
 
 
Obrázek 5.80 Záměna fraktálního kapacitoru kaskádou RC článků při q = -0,6 
 
  Hodnoty prvků R a C byly nejprve odnormovány, jak je uvedeno v tabulce 5.1. Bylo 
tedy zapotřebí realizovat hodnoty odporů o velikostech 40,9Ω, 275Ω a 620 Ω a hodnoty 
kondenzátorů o velikostech 127nF, 775nF a 1,6μF. Dostupnými součástkami však tyto není 
možné realizovat, proto byly použity hodnoty přibližné.  
Realizace odporů byla provedena pro rezistor o velikosti 40,9Ω dvěma odpory o 
hodnotách 20 Ω, které byly zapojeny sériově. Odpor 275Ω byl realizován pomocí odporu o 
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velikosti 330Ω. Namísto odporu 620Ω byl do skutečného obvodu zapojen odpor o velikosti 
680Ω. 
Kondenzátory byly aplikovány následovně. Namísto kapacity 127nF byla použita 
100nF, namísto 775nF bylo použito zapojení jednoho kondenzátoru o velikosti 1μF v sérii 
s paralelním zapojením dvou kondenzátorů o velikosti 1μF, výsledná kapacita tak činila 
666nF a konečně namísto hodnoty 1,6μF bylo použito paralelní spojení dvou kondenzátorů o 
velikosti 1μF.  
 Operační zesilovač byl napájen regulovatelným zdrojem Diametral model P230R51D 
napětím ±15V. Generátor Agilent 33220A byl nastaven na efektivní hodnotu napětí o 
velikosti Vrms = 100mV a frekvence na počáteční hodnotu 100Hz. 
Po zapojení bylo z přípravku odečítáno výstupní napětí při hodnotách frekvence od 
100Hz do 1MHz, hodnoty byly zapsány do přehledné tabulky a použity při výpočtu přenosu 
napětí v dB. Hodnoty výstupního napětí při zadané frekvenci a odpovídající přenos zachycuje 
tabulka 5.3. 
 
f [Hz] 100 200 500 1000 2000 5000 10000 
Uout [mV] 624 632 648 680 914 1180 1204 
A [dB] 15,90369 16,01434 16,2315 16,65018 19,21892 21,43764 21,61253 
 
 
f [Hz] 20000 50000 100000 200000 500000 1000000 
Uout [mV] 1381 1555 1850 1885 1615 1605 
A [dB] 22,80387 23,83461 25,34343 25,50623 24,16345 24,1095 
Tabulka 5.3 Hodnoty výstupního napětí a přenosu v dB 
 
Přenos napětí v závislosti na zadaném kmitočtu zachycuje rovněž graf na obrázku 
5.81, na němž je rovněž zachycena regresní přímka. 
 
 
Obrázek 5.81 Graf závislosti přenosu napětí na zadaném kmitočtu v logaritmické míře 
0
5
10
15
20
25
30
69 
 
 
Podstatnou částí shora uvedeného grafu je pak oblast zachycující kmitočet od 1kHz do 
100kHz, tedy hodnoty odpovídající hodnotám kmitočtu před odnormováním, pro něž byl 
obvod simulován programem PSpice.  
 
 
Obrázek 5.82 Graf závislosti přenosu napětí na zadaném kmitočtu v logaritmické míře pro 
hodnoty 1kHz až 100kHz 
  
Při q=0,6 bylo předpokladem dosažení sklonu 0,6∙20 dB/dek, tedy 12 dB/dek, v daném 
případě sklon charakterizuje regresní přímka grafu vyznačená červeně, kdy odpovídající 
strmost přepočtená na dekádu vychází 13,09 dB/dek.  
Oproti charakteristice modulu vstupní impedance, kterou je možné pozorovat na 
obrázku 5.27 má výsledná přenosová charakteristika sklon opačný, a to s ohledem na 
skutečnost, že zde se jedná o poměr výstupního napětí ku vstupnímu napětí.  
Pakliže při konstantním vstupním napětí zvyšujeme kmitočet a vzrůstá zároveň 
výstupní napětí UV, jehož hodnota je shodná s hodnotou napětí UZ na zatěžovacím o odporu 
R1 konstantní velikosti 1kΩ, zákonitě tak stoupá hodnota proudu IZ, jenž má shodnou velikost 
s proudem tekoucím obvodem náhradního fraktálního kapacitoru IX, čímž se dostáváme k oné 
klesající charakteristice vstupní impedance tohoto obvodu.  
Na vyneseném grafu je opět možné sledovat vliv nul a pólů na průběh přenosové 
funkce. Každý jednoduchý pól kompenzuje charakteristiku o sklonu 20 dB/dek a, pokud se 
objeví nula, pak tuto charakteristiku opět láme o 20 dB/dek. 
Jak již bylo předesláno, byly použity pouze hodnoty přibližné těm, které vygeneroval 
program PSpice v rámci optimalizace, proto nebylo ani možné očekávat stoprocentní 
výsledek, přesto se ukázalo, že dosáhnout je možné i charakteristik o sklonu odlišném od 
těch, které byly dosud běžně užívány praxí, tedy celočíselných násobků 20 dB/dek.  
 
  
y = 1,3099x + 16,318 
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6 Závěr 
 
 
Úkolem této bakalářské práce bylo zejména přiblížit problematiku fraktálních kapacitorů 
za využití znalostí obecné syntézy elektronických obvodů. V prvních kapitolách je shrnuta 
obecná teorie týkající se lineárních diferenciálních rovnic, Laplaceovy transformace a teorie 
elektronických obvodů, která s danou oblastí bezprostředně souvisí.  
Podstatnou část bakalářské práce pak tvoří oblast elektronických obvodů s fraktální 
dynamikou. V úvodu jsou zachyceny základy fraktálního počtu, seznámení se s pojmem 
fraktálního kapacitoru, charakteristickými vlastnostmi, možností realizace prostřednictvím 
fraktálních dvojpólů a aproximace těchto prvků v kmitočtové oblasti. Následující podkapitola 
prezentuje provedené optimalizace, znázorňuje optimalizované modulové kmitočtové 
charakteristiky v porovnání charakteristikou originální, zobrazuje náhradní obvod fraktální 
impedance po optimalizaci součástek kaskády RC článků či náhradní obvod fraktální 
admitance po optimalizaci součástek kaskády RL článků, uvádí výsledné vzorce pro vstupní 
impedanci těchto vygenerovaných obvodů, vystihuje polohy nul a pólů vstupní impedance.  
Z hodnot součástek získaných optimalizací programem PSpice byly kmitočtovým a 
impedančním odnormováním získány hodnoty reálných prvků, které pak byly s jistou 
odchylkou použity v konečném obvodu. Po zapojení bylo z přípravku odečítáno výstupní 
napětí při hodnotách frekvence od 100Hz do 1MHz. Veškeré hodnoty byly následně 
zachyceny v tabulce a použity při výpočtu přenosu napětí v dB, jenž je zachycen i graficky.  
Jak již bylo předesláno, byly použity pouze hodnoty přibližné těm, které vygeneroval 
program PSpice v rámci optimalizace, proto nebylo ani možné očekávat stoprocentní 
výsledek, přesto se ukázalo, že dosáhnout je možné i charakteristik o sklonu odlišném od 
těch, které byly dosud běžně užívány praxí.  
Fraktální kapacitory bude možné uplatnit pro obvody s požadovanou strmostí 
charakteristiky odlišnou od celočíselných násobků ±20 dB/dek. 
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8 Seznamy zkratek 
 
 
y´ - první derivace 
y´´ - druhá derivace 
y
(n)
 - n-tá derivace 
x0,y0 - počáteční hodnoty 
     – kořeny charakteristického polynomu 
T f(t)– integrální transformace 
T -1 f(t) -  zpětná integrální transformace 
L f(t) – Laplaceova transformace 
L  
-1
 f(t) – zpětná Laplaceova transformace 
 ( ) – fuknce Gamma 
    ( ) – operátor pro diferintegrál 
 
 
